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3 THEOREMES 

que ceux de ces points qui seront situes sur les cotisa mf'me du 
triangle , et non sur leurs prolongemens , soient en nombre impair. 
On sait que, dans le cas contraire, les trois points A', B', C 
appartiendraient, à une même djoite. 

s. Par les trois points A', B', C soit di^crlt un cercle coupant 
de nouveau en A" , B" , C" , les directions des côte's BC , CA , AB ; 
par la propriété des cordes ou des sécantes , issues d'ua tïiéine 
point, on aura 

AB'.AB"=AC'.AC" , 
BC',BC"=BA'.BA« . 
CA'.CA"=CB'.CB" ; 

équations qui « multipliées membre k membre * donneront , eo te'- 
duisant, au moyeu de la précédente (i) , 

AB".BC".CA''=BA".CB".AC" : 



ce qui prouve (i) que les droites AA'', BB", CC" concourent 
aussi en un m^me point P'. 

3. Parce que celte propriété est de nature projcctive, elle aura 
lien également lorsqu'on substituera au cercle une ligne quelcon- 
que du second ordre. En invoquant ensuite la théorie des polai- 
res réciproques, on obtiendra les deux théorèmes que voici: 

THÉORÈME. Les trois sont- THÉORÈME, les trois càtis 
meti d'un triangle étant Â , B, d'un triangle étant A , B, C , et 
C, et P étant un point quelcon- P étant une droite tracée arhi- 



que de son pian ; si A' , B' , C 
sont les points oà les directions 
des côtés BG , CA, AB , sont res- 
pectivement rencontrées par les 



trairement sur son plan; si A', 
B' , C/ sont ' les droites qui joi-- 
gnent respeetivement les sommets 
BC , CA » AB , aux points AP , 



droites iiP y SPfCP, et que, par BP, CP , et qu'on décrire unt 
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DE GEOMETRIE. 3 

ces trois points A' , B' , C on ligne quelconque du second or^ 
Jîassse passer une ligne çuc/can- dre , touchant l^s trois droites 
que du second ordre , coupant de A' , B', C ; en menant à cette 
nouveau les mêmes côtés respec- courbe, par les mêmes sommets ^les 
iivement en A", B" , C" , les droi- tangentes A" , B" , C" , les points 



tes A A", BB", CC^' conronr~ 
Tont aussi toutes trois en un même 
point P' (•). 

£t r^iproquement , deux 
points P , P' étant pris arbitrai- 
rement sur le plan d'un trian- 
gle dont les sommets sont A 



AA",BB", Ce appartiendront 
aussi tous trois à une même droite 
P'. 

Et réciproquement , deux 
droites P , P' étant tracées arbi- 
trairement sur le plan d'un trian- 
gle dont les côtés sont A , B , C ; 



B , Ci si Von mine les droites si Ton joint respectivement les 
AP et AP' , BP et BP^ , CP et points AP et W , BP et BP' , 
CP', rencontrant respectivement C9, et CV aux sommets hC, CA, 
les directions des côtés BC , CA , AB par des droites A' et A" , B' 
A B M A' */ A'' , B' et B" , C et B" , C et O' , ces , sis droites 
et C" , ces six points appartien- seront tangentes à une même ligne 
dront à une même ligne du se- du second ordre. 
cond ordre. ■ 

4* On sait (jiie , lorsqu'une ligne du second ordre touche les 
trois c6t<?s d'un triangle » les droites qui joignent les points de con- 
tact aux sommets respectirement opposes se coupent toutes trois au 
même point ; et que , réciproquement , trois droites menées par les 
sommets d'un triangle , de manière à se couper au même point , 
rencontrent les côtés respectivement opposés en des points oh. ils 
peuvent être touchés par une même ligne du second ordre. De \k 
(3) , et par k théorie de» polaires réciproques , on pourra coa-> 
dure ces deux Ihéorèmes. 



(*} En remplnçant U )îgn« du second ordre par le sjitème de deax droi- 
tes , on «bliendrait quelques porismet déjà connus. 
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'4 THEOREMES 

THÉORÈME. Les poinu de THÉORÈME. Les tangentes 

contact des trois côtés d'un trian- menées , par ies trois sommets 

gle avec deux lignes quelconques d' un triangle , èdeu^ lignes quel~ 

du second ordre qui lui sont ins- conques du second ordre qui lui 

criies , appartiennent tous six à soni circonscrites , touchent ioù- 

une troisième ligne du second or- tes six une troisième ligne du sa- 

dre, €ond ordre. 

s. Il 

5. Des pr^e^dens thiorèpnes on ea déduit ai>ëin«nt d'autres ana- 
logues, retutîfs aux surfaces du second ordre comparas au tétraèdre. 

Soit \iîCD un ((^raèdr« quelconque* Par un point quelconque 
P'de l'espace et par chacune de ses aréies coocerons des plans 
coupant les arêtes respectivement o[^)osëes. Soient a ^h ^c les points 
où les arêtes BC , CA', AB, sont respeclivement coupc'cs par lef 
plans APD » BPD , CPD , et soient a , ^ , y ceux où les arêtes op- 
posées AD f BD , CD , sont respectivement coupées par les plans 
BPC , CPA , APB, nos six plans se couperout deux i deux sui- 
Taui les trois droites jia , j^ , ci\ il est visible » en outre , 



que les droites ( 



' By,Cjî,D<i J J A' 

I C«,Ay,D* F ■ |b'] 

? se couperont en un mémepoiut< 
, B«, De l I C' I 

_ A<ï»Bi,Ctf ) I 



et que les droites AA' , BB', CC, DD' se couperont toutes qua- 
tre au point P. 

Il est aisé de voir que , réciproquement, six points a ^ h^c^ 
a,^,y étant pris respectivement sur les arêtes .BC* CA » AB , AD , 
BD, CD d'un tétraèdre AliCD , de telle ioite 
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^ne les droites 



B» 


c?. 


Do 


C« 


A» 


Di 
De 


iW 


Bi 


Ce 



se coupent eu un même point 



}a droites AA', BB', CC, DIV se coopérant aassi tontes <inaire 
en nn même point P par lequel pae^ront aassi les trois droites 

Ainsi , lorsque six points sont tellement situas snr les directions 
des avèles d'un tétraèdre , que les droites menées dans chaque faoe 
par les points qui y sont situés et par les sommets de cette face 
^ui leur sont respectivement opposés se coapent toutes trois en iin 
même point , les droites qui joignent deux & deux Jes points si- 
tués sur les directions des aréles respectivement opposées se cou- 
pent aussi toutes trois en un même point et réclproqueineut. 

Il est ik remacquer que les six points a ^ 6^c,9, , y sont tellement 
liés entre eux, que trois quelconques de ces six points , choisis de 
manière à ne pas appartenir à nue même face, déterminent Je point 
P et par suite les iroîs autres ^ ainsi que les droites a<x, b^ , cy. 
Q. Par les six points (7,^,£, a, ^, y concevons une soriace 
quelconque du second ordre, coupant de nouveau les mêmes qrê- 
tes .du tétraèdre en «' , ^' , ^ , <"■' , ^' tV ; les intersections de celle 
surface avec les plans des faces du tétraèdre- seront des ligues du 
second ordre coupant les oûtés de ces faces en trois points tels que 
les droites qui les joindront aux sommets respectivement opposés 
se couperont en un même point ; donc (2)' les droites qui juin^ 
dront dans la même face Jes trois autres intersections aux mêmes 
sommets se couperont aussi «D'un m^me point ; et par conséquent 
(5) les points </, ^ , £^ , gc' , ^% 7' jouiront des propriétés que nous 
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6 THEOREMES 

Tenons de voir appartenir aux points fl,^,r, a,|3,Ti; de sorte 
que Us droites aV , ^J3', t'/ concoiirrniit loutos trois en un même 
|)oiiit P'jdelà,el paria théorie des polaires rt?ciproques , on con- 
clura ces deux théorèmes'; 

THÉORÈME. Si une surface THÉORÈME. Si une surface 
^u^contjue da second ordre est quelconque du second ordre est 
tellement située , par rapport à tellement située , par rapport à 
un tétraèdre , qu'elle coupe ses un tétraèdre , ^ue six plans tan- 
arêtes en six point a, b, c, a, genx a , b, c, a , 3, y iï cette sur* 
P , y , tels que les droites aa , h^, face , conduits par les arêtes du 
cy qui /oignent les points S inter- tétraèdre ^ soient tels que les in- 
section qui répondent aux arêtes terseciions aa , b^ , cy des plans 
respectivement opposées concou- tangens issus des arêtes respec— 
teat toutes trois en un même point tivement opposées soient toutes 
P , elle coupera de nouveau ces trois dans un même plan P , les 
mêmes arêtes en six autres points six autres plans tangens a', b' , 
a' , b* , c' , a' , ^ , y' tels que les c' , a^ , jV , y' , menés à cette sur- 
droites a'a', b'iV, c'y' qui foin- face par ces mêmes arêtes y seront 
dront les points d'intersection si' tels que les intersections a'a', b'^' , 
tués sur les arêtes respectivement c'y' des plans tangrns issus des. 
opposées coricourronf aussi tou- arêtes respectivement opposées 
tes trois en un même point P'(*). seront aussi toutes trois situées 
dans un même plan"^' . 

Et r&iproqoement , un point El réciproquement, un plan P 
P étant situé d'une manière quel- étant situé d'une manière quel- 
conque dans V espace ; si ton con- conflue dans -T espace ; si , par 
duit , par ce point et par les arê~ chacune det arêtes d'un têtraè- 
tes d'un tétraèdre y des plans cou- dre et par le point oà ce plan 



(•) En iremplarant la surface da 
|>Um ^ on obtiendra (Us port&aiei u 
4«M U précédeotc noLe,. 



^onJ ordre par le systrme d« deus 
)gues à ctux q^ue nous avo&B signalés 
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pgia respectivement leurs oppo-- eoupe son opposée, on conduit un 



sées, on obtiendra ainsi , sur ces 
arêtes ^ six points a, b, e, a, 
P , V , tels (fue les droites &<Xyh^, 
Crf qui joindront les points situés 
sur les arêtes opposées contour- 



plan , on obtiendra ainsi six 
pians a.b,c,a,^,y, tels que 
les droites aa , b(3 , cy , suivant les- 
quelles se couperont ceux qui pas- 
seront par les arêtes opposées ^ 



ront toutes trois au point P; et seront toutes trois situées dans 
si , pour un autre point P' , éga- le plan P ; et si , pour un au^ 
lement quelconque ^ on détermine, tre plan P' , également quekoa* 
sur les mêmes arêtes , six nou— que , on conduit , par les mêmes 
peaux points a' , b' , c' , 0/ , jV , arêtes , six nouveaux plans a' , 
y' , tels que les droites a'a^, h'^' , b' , c' , a' , JV , y' , tels que les 
c'y' ^ui joindront les points si- droites aV , b'^' , c'y' , suivant les- 
tués sur les arêtes opposées con- quelles' sfvauperoni £eux qui se- 
courent aussi toutes trois en ce ront issus des arêtes opposées , 
même point V^ , les douze points ' soient aussi situées toutes trois 
a , b , c , a , ^ , y , a' , b' , ç' , a' , dans ce même P' , les douze plans 
^,y' seront titus_situés sur une a, bjC, «, ^, y , a', b', c',a', 
même surface du second ordre. ^ , y' seront tous tangens à une 
même surface du second ordre. 

7, Si l'on conçoit une surface «jbelconqae du secood ordre , qui 
louche les !>ix arèlés d'ua tétraèdre doiiri^ , ses iiiierscclioas arec 
les plans des faces de ce tétraèdre seront des lignes dii second or-i 
dre touchant les trois côiës de ces faces } et si , dans ces mêmes 
faces , OQ mène des dctHtes des trois sommets «ax points de con- 
tact des côtés respeclivemenl opposés , ces droites (4) se couperont 
en un même point ; d'où it suit (5) que les droites qui joindront 
deux à deux tes points de contact situés sur les arêtes opposées 
se couperont toutes trois eu un même potnL 

Il est aisé de voir que , réciproquement , six points étant pris 
respect! re ment sur les arêtes d'un tétraèdre, de telle sorte que les 
droites qui joindront deux à deux ceux qui seront situés suc les 
arêtes opposées conCQurent toutes trois en ua même point, on pourra 
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toujours concevoir une surface du second ordre qui touche les arêtes 
du tétraèdre eo ces six points. 

De là et ensuite , par la th^rie des polaires rÀ;iproque9 , on 
poucra conclure (S) et (6) , les deux, théotèmes suivans : 

THÉORÈME. Si âeutt sur- THÉORÈME. Si deux surfa- 
Jiaces du second ordre toueheni ^es du second ordre touchent l'un» 
F une et t autre les six arêtes d^un et F autre les six arêtes Sun té' 
tétraèdre t les douze points de- traèdre , les douze plans tangens- 
contact , situés deux k deuœ sur à ces surfaces y conduits deux à 
ces arêtes y appartiendront- à une deux par ces arêtes , toucheront 
troisième surface du second or~ une troisième surface du second 
dre {% ardre (*)» 



O Voi'ct deox. aolres tkdorimeft qui , t^'il's sont vrais ^ oomnae ils parais— 
Mnt l'Atre t, formeront un complénieBt fort DStucel de cotte théori« ^ noiM- 
«a abandbonona l'esamen k la sagacité de M. Steiner. 

THÉORÈMB. Si irvit turjiutt du fHÉORÈMB: St tnii tmjèctt à» 
lecond ordn tont intcritet à un même aacoitd ardre tant cire^tucrite* à m» 
titraèdr» ^ Ur doutt p^int»- où tltet taU' .menu télraidre ^ letirt daut* plani ton- 
ifieront tttjaett mppariMndroat à uaa ^m- par lat tommeit- toucheront un» 
auotrièmt tarfac* du. ncond ordre, fuatriime surface du- second ordre:. 

Ces lortea de tbéorèmes prësentent beaucoup d'Intérêt, comme pouvant 
tcheniiner k. découvrir , toit la- relation entra dix points d'une anrfiice ia. 
•econd ordpe . •oit la relatàon entre dix plana tangena k one telle anrface ^ 
jprobltsm» dent las^utkut ne poarrait que faire beaucoup ' d'honneur au géft^ 
waÈtce k qtû la acienc* en. ferait redeiable*. 
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BAROMETRE ET HYGROMETRE. 



METEOROLOGIE. 

Résumé des observations barométriques , hy- 
grométriques et thermométriques , faites à 
Montpellier en 1827; 

Par M. Gergonhb. 

iviniwvwvMnnnnnnAnA/uwwM 

Observations harométrîquesl 

vjEs obserrations ont M faîtes arec le baromètre à nivean cons- 
tant de Furlin , dt'jà décrit à la pag. 167 du précédent volume ; l'ex- 
trt^iiiil^ de la pointe d'ivoîre qui donne le niveau étant toujours 
estimée à S^'^.sS au-dessus des eaux moyennes de la mer; elles 
ont été corrigées des a6 centièmes de millimètre dont le zéro de 
ce baromètre se trouve plus bas que celui du baromètre de l'ob- 
servaloire royal de Paris. Elles ont été ramenées ensuite à la tem- 
pérature de la glace fondante , au moyen de la table de M. Bou- 
vard t qui corrige à la fois la dilatation du mercure et celle de l'é- 
chelte. D'après un examen attentif de la situation de la pointe d't- 
Toire , j'ai pensé que la correction de capillarité était trop légère 
pour mériter d'être tentée. 

Les physiciens qâi ont écrit sur les observations barométriques 
ont indiqué des époques plus favorables que d'autres pour ces sor- 
tes d'observations , et ces époques ont été adoptées par le bureau 
Tom. XIX, a 
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des longitudes. Mais lorsqu'on est seul à observer et qu'on a des 
devoirs ubiiges hors de chez soi , on ne peut s'astreindre à ces 
époques; et il vaut mieux encore en clioisir d'autres moins favo- 
rables, que.de çoufier les observations à autrui. 

Fort heureuscoienl h l'époque de midi , regardée comme la 
pUis importante de toutes, je suis toujours à peu près sûr d'<ilre 
chez moi ; j'ai doue pu prendre cette époque pour celle de départ. 
J'en ai choisi trois autres , en ayant soin de faire ensorte i." de 
pouvoir observer moi-même à ces époques ; 2.° de rendre les di- 
verses époques équidistaotes. C'est d'après celte double considé- 
ration que je me suis fixé aux époques de 7. heures du malin, 
midi i 5 heures et 10 heures' du soir, temps vrai de Monlpeliier, 
Muis , soit que je rentrasse quelquefois on peu trop tard , soit que 
je me trouvasse obligé de sortir, soit enfin par toute autre cause 
de distraction , il ne m'a pas toujours été possible d'observer ri- 
goiireusenienl à l'époque choisie. Du moins est-il vrai de dire que, 
dans ces circonstances , assez rares d'ailleurs , l'observation n'a ja- 
mais guère été devancée ou retardée d'un quart d'heure ; j'ai d'ail- 
leurs tout lieu de croire qu'elle n'a guère été ni plus ni moins 
souvent devancée que retardée , de sorte qu'il y a beaucoup de 
probabilités en faveur des compensations d'erreurs. 

On voit, d'après ceh , que, si l'on partage l'intervalle de temps 
compris depuis quatre heures et demie du matin d'un jour jusqu'à 
minuit et demi du jour suivant en quatre parties égales, mes ob- 
servations se trouveront placées aux milieux de ces quatre parties. 
On pourra donc regarder la moyenne des quatre observations de 
chaque jour comme la moyenne barométrique qui répond à cet in- 
tervalle de vingt heures. Je me suis permis de la regarder comme 
la moyenne des zi heures, qui pourrait f'tre réellement un peu plus 
petite à raison du minimum qui a Heu vers les quatre heures du 
malin. 

Je dois dire encore qu'il ne m'a pas toujours été possible d'ob- 
server. Mais, alin qu'on puisse juger de mon assiduité, voici le 
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tableaa du nombre des observalions par mois , pour les dlfTéren- 
les lieures du jour, i 



MOIS. 


7 HEURES. 


MIDI. 


5 HEURES. 


1 HEURES. 


Janvier. 


»7 


27 


=9 


3o 


Février. 


26 


24 


^7 


=7 


Mars. 


3t 


3o 


3o 


3i 


Avril. 


3o 


29 ■ 


=9 


3o 


Mai. 


3i 


29 


3o 


3i 


Juin. 


3o 


37 


29 


=9 


Juillet. 


=9 


3o 


3i 


3i 


Août. 


3o 


25 


28 


3i 


SepteniLre, 


=9 


=9 


28 


28 


Octobre. 


28 


23 


28 


3i 


Novembre. 


3o 


3o 


=9 


3o 


Décembre. 


3i 


3i 


3l 


3i 


Sommes. 


35a 


339 


3^9 


36o 



J'ai pris les moyennes des observations faites , sans tenir au- 
cun compte des observations omises j M. Gambart,.à Mareeilie, siip- 
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pWe à celles-ci par des interpolations; c'est peut-être mieux. Il est 

possible que j'en use ainsi pour 1828. 

I. Tableau des Moyennes Barométriques. 



1827. 



Janvier. 

Février. 

Mars, 

Avril. 

Mai. 

Juin. 

Juillet. 

Août. 

Septembre. 

Octobre. 

Novembre. 

Déceuibre. 



7 HEURES. 



757,10 
759,85 

759>io 
756,3. 
757,13 
760,91 
758,85 
758,87 
755,47 
759,56 
762,35 



757.19 
757,50 
759,21 
759,13 
755,79 
756,78 
760,39 
758,58 
759,27 
755,49 
759,47 
762,13 



5 HEURES. 10 HEURES MOYENNE, 



757,33 
757,33 
758,93 
758,54 
755,43 
756,26 

-59,56 

757.78 
758,75 
755,25 

758,47 
76'.74 



758,07 
756,94 
759,88 
768,75 
756,12 
757,23 
760,56 
755,61 
769.23 
755,95 
769,89 
762,50 



757,39 
767,12 

769.47 
758,88 
755,94 
756,85 
760,35 
758,45 
769,03 
755,54 
769.35 
763,13 



Moyennes. 758,55 758,41 767,94 758,65 768,39 



Ce tableau montre que la mojreuQe du jour di£fêre peu de U 
moyenne de midi. 
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ET HYGROMETRE. i5 

n résiiUe dooc de ce tableau que la moyenne baromi^trique & 
Montpellier, pour l'année 1827, a été 759,39. 



II. Tableau des Mouwmens Barométriques. 


1837. 


Maximum. 


Moyenne, 


M1NIMU.M. 


OsClltATIONS. 


Janvier. 


768,8. 


757.39 


737.95 


3o,86 


Février. 


769,57 


757,12 


746,o3 


23,54 


Mars. 


767,86 


759.47 


745,81 


33,06 


Avril. 


765,16 


75»,88 


1^,9' 


22,24 


Mai. 


762,43 


755,94 


758,o3 


4,35 


Juin. 


760,55 


756,85 


,52.15 


8,40 


Juillet. 


76443 


760,36 


756,83 


7.60 


Août. 


763,1 5 


,58,45 


752,88 


19,27 


Septembre. 


765.45 


759,03 


747,20 


18,25 


Octobre. 


763,30 


755,54 


7<7.63 


.5,73 


Novembre. 


770.57 


759.35 


li^^ 


20,29 


Décembre. 


77r,ii 


762,13 


744,90 


26,21 


Maxiinuo), 


771." 


762,13 


î58,o8 


3o,86 


Moyenne. 


766,01 


,58,39 


748,58 


■7.48 


Minimum. 


760,55 


755,54 


737.95 


4.35 


Oscillnlions 


io,!;6 


6,59 


20.59 


26,51 
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i4 BAROMETRE 

Ce tableau doane, pour le plus grand ma xi m a m » 77i>'i 

Et pour le plus pelit minimum, 7^7'9^ 



Différence 33,i6 

Le sommet de la colonne de mercure a donc parcouru dans le 
tube-, eu 1827 , une longueur de 33,i6. 



S- II. 
Observations hygrométriques. 

Ces observaiions ont M faites avec un hygromètre à cheveu ^de 
Saussure , construit par Pisîi , & Paris. La crainte de rompre le che- 
veu m'a détourné de l'envie de le vérifier, de sorte que, dès sou 
arrivée ici, il a été mis en place tel que je l'avais reçu. 

Cet hygromètre est placé dans une chambre assez grande où, 
durant l'biver , il y a du feu une partie de la jouraée ; mais il 
est k plus de deui mètres du tuyau de la cheminée, près de la 
fenêtre, contre un mur de refend , à la distance de deux pouces 
du mur de face. J'avais d'abord craint que l'absorption des eaux 
pluviales par ce mur qui fait face au nord ne nuisît à la mar- 
che de l'instrument; mais des variations brusques et étendues, dans 
le cours d'une même journée, même après plusieurs jours de for- 
tes pluies, m'ont prouvé que mes craintes étaient peu fondées. 

Les observations hygrométriques ont été faites aux mêmes heu- 
res du jour que celles du baromètre ; elles sont donc en même nom- 
bre que ces dernières , et 11 y a les mêmes choses à dire sur les 
unes et sur les autres. Eu voici les résultats : 
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ET HYGROMETRE. 
1. Moyennes hygrométriques. 



1827. 


7 HEURES. 


MIDI. 


5 HEURES. 


1 HEURES 


MOYENNES 


Janvier. 


70,0 


69,. 


68,8 


70,0 


69.5 


Février. ' 


76,1 


75,3 


75,6 


76,2 


75,8 


Mars. 


74.6 


77.5 


73,8 


74>i 


75,0 


Avril. 


7',5 


70,5 


70.7 


71,5 


71. > 


Mai. 


75,3 


74-9 


74,3 


74,9 


74,8 


Juin. 


68,5 


64,5 


63,8 


64,a 


65,2 


Juillet. 


57,8 


56,4 


55.3 


56,2 


5G,4 


Août 


59.7 


56,5 


56,4 


56,9 


57.4 


Septembre. 


6-,, 


66,5 


66,0 


67.5 


66,8 


Octobre. 


85.8 


84.8 


88,3 


88,4 


86,8 


Novembre. 


80,7 


80,1 


79.7 


80,5 


80,2 


De'cembre. 


83,3 


8=,7 


82,4 


83, r 


82,9 


Moyennes. 


7=,5 


7",G 


7',3 


72,0 


7.,8 



On voil donc qu'à Monipellier, In moyenne hygrométrique pour 
l'année 1827 est 71,8; on voil aussi que la moyenne des jours dif- 
fère peu de celte de midi.. 
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II. Tahleau des Mouvemens Hygrométriques. 



1827. 


Maximum. 


Moyenne. 


Minimum. 


Oscillations 




Janvier. 


78,0 


69,5 


56,o 


22,0 




Février. 


84,o . 


75,8 


70,0 


14,0 




Mars. 


85,5 


75,0 


59.5 


26,0 




Avril. 


79.° 


7'.« 


60,5 


.8,5 




Mai. 


8j,o 


74.8 


62,5 


.9,5 




Juin. 


76,0 


65,2 


44.5 


3,,5 




Juillet. 


75,0 


56,4 


42,5 


32,5 




Août. 


70,0 


57>4 


43,0 


27,0 




Septembre. 


85,0 


66,8 


54,0 


3.,o 




Octobre. 


93.° 


86,8 


81,0 


12,0 




Novembre. 


87,0 


80,2 


7'.5 


i5,o 




Décembre. 


91,5 


82,9 


' 7=.5 


>9,o 




Maiimum. 


93,0 


86,8 


81,0 


32,5 




Moyenne. 


83,2 


7. ,8 


59,8 


22,4 




Minimum. 


70,0 


56,4 


42.5 


12,0 




Oscillations 


23,0 


3o,4 


3«,5 


20.5 
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ET THERMOMETRE. 
Ce Ublean donne, pour le plus grand maximum , 
£t pour le plus peut minimum , 

Difiërence 



.«7 
43.5 
5o,5 



Ainsi, à Moalpellier, pendant l'ann^ 1837, l'aiguille del'hj- 
gromètre a parcouru , sui le cadran , 5o dÏTisions et demie. 

S. ni. 

Observations Thermométriijues. 

Je n'ai différé jusqu'ici la publication des préce'dentes obser- 
vations que pour pouvoir y joindre celles du thermomètre que 
je n'avais pu commencer qu'en avril 1827 , faute d'un thermomètre 
qui pût m'inspirer une entière conflance. Celui dont j'ai fuit usage 
est un thermomètre- à chemise de Terre , de Fortin , qui marche as- 
sez d'accurd avec un grand thermomètre e'talon du même arlisle , 
que j'ai reçu en même temps que celui-là , et qui a élé confronté 
par M. Mathieu , avant son départ de Paris , avec ceux de l'ob- 
sei'vatoire royal. Le th|ermomètre tout en Terre 'est placé en de- 
hors d'une fenêtre de mon cabinet , au second étage d'une maison 
faisant face au nord nord-est , de manière cependant à ne pas tou- 
cher les carreaux de Titre, et là je puis l'observer en transparent. 
Les observations se font d'ailleurs aux heures d^ji indiquées pour 
les autres înstrumens. Comme la rue est un peu étroite , on &ent 
que , dans l'hiver , la température doit y être constamment moins 
basse que dans la campagne. Il y a diéme l'été , de dix heures 
du matin à deux heures de l'après midi, une réverbératiou assez ' 
forte que j'ai tftcb^ de combattre de mon mieux , en fermait 
■en partie les contrevents. J'ai remarqué au surplus qu'il commence 
à geler daos la campagne dès que mon thermomètre est descendu 
à ^" au-dessus de zéro. ' 

Tom. XIX. 3 
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BAROMETRE 
L Moyennes Thermométrîqaes* 



l827ETi8a8 


7HEUItES 


MIDI. 


5 HEURES 


10 HEURES 


MOYENNES 


Airil 1827. 


12,48 


■ 7.'» 


i5,9i 


12,82 


i4,58 


Mal. 


16,2 • 


■9.95 


19.14 


15,98 


17,83 


Juin. 


:îo,3i 


=3,83 


23, oS 


19.47 


21,67 


jiiinoi. 


=4,9» 


39.01 


39,08 


24,83 


26,98 


Août. 


21, ,4 


25,84 


25.53 


21,46 


23,52 


Septembre. 


.7.33 


a3,t6 


20,76 


i8,o3 


■9.57 


Octobre. 


■4,3i 


■7.7> 


16.88 


i5,o3 


15,98 


Novembre. 


6,93 


1J,33. 


9,86 


. 8,01 


9.03 


Décembre. 


7,98 


11,54 


io,3o 


8,53 


9,58 


Janvier 1838. 


6,98 


■ 0.65 


9.43 


6,75 


8,47 


Février. 


6,86 


10,90 


10,32 


73,5 


8,88 


Mars- 


8,28 


.3,75 


12,67 


9.87 


11,14 


Moyennes. 


i3,66 


17,83 


16,91 


l4,03 


i5,6o 



Ce tableau donne, comme l'on voit, la lemp^ratare moyenne de 
l'anuée , uq peu plus faible que la température moyenne d'octobre. 
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ET THERMOMETRE. 



II. Tableau des Moufemens Thermométrîques» 



»9 



1827 m 8a8 


Maximum. 


Moyenne, 


Minimum. 


Oscillations. 




ATril 1837. 


21,35 


i4,58 


9.40 


..,95 




Mai. 


33,70 


•7,83 


13,35 


11,35 




Juin. 


'ino 


31,67 


14,85 


13,85 




.JuiUeu 


3!, 85 


36,98 


30,40 


11,45 




Aodl. 


3i,3o 


33,53 


i5,55 


.5,75 




Septembre. 


35,35 . 


19,57 


i3,8o 


11,55 




Oclubre. 


30,70 


15,98 


7,60 


i3,ia 




Novembre. 


15,70 


9.o3 


— o,o5 


■ 5,75 




D&embre. 


i6,5o 


9.58 


1,85 


14,65 




Janvier 1838. 


14,70 


8,47 


3,i5 


ii'St 




FcSvrier. 


i6,5o 


8,88 


— o,5o 


17,00 




Mars. 


31,00 


.1,14 


.,80 


19,30 




Maximum, 


3.,85 


36,98 


30,40 


19,30 




Moyenne. 


33,30 


i5,6o 


8,35 


i3,85 




Minimum. 


14,70 


8,47 


— o,5o 


.1,35 




Oscillations. 


.7.'5 


i8,5i 


30,90 


7,85 





.Google 



ao ALGORITHME 

Ce dernier tableau donne, pour le plus grand maximum , Zi'',BS 

Et pour le plus petit minimum , — o,5o 

Différence 33'35 

De sorte que, du i.*' aTrîl 1837 au i/' avril 1838, le sommet 

de la colonne de mercure a parcouru i Montpellier , dans le 

tube du thermomètre , un espace de S'a'jSS. 



PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Note sur la propriété fondamentale du triangle 
rectiligne ; 

Par M. B. D. G. 

X/ANS la deuxième note de ses Elémens de géométrie , M. Le- 
gendre a donné , de IVgalité de la somme des angles de tout trian- 
gle rectiligne à deux angles droits , une démonsiration contre la- 
quelle on a é\evé des objections de plus d'un genre , tant en France 
que dans l'étranger (*), En réfléchissant sur ce sujet, il nous a 
paru qu'on pouvait ôter à ces objections une grande partie de leur 
furce\ en présentant cette démonstration sous la forme suivante. 

Soient a^h ,c trois nombre» abstraits représentant les côtés d'un 



(*) V07. en particulier tom. X, pag, 161 et tom, XVI ^ pag. a5g A» 
présent recueil. 

j. r>..G. 
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FONCTION.'ÏEE. xi 

triangle rectiligne , Mesurés avec uoe longueur qnelconqae prise 
pour unité; soient A,B,C trois nombres abstraits représeatant les 
aigles respectivement opposés , mesurés avec uo méioe angle quel- 
conque pris également pour unité' ; les six nombre a y b^ £ , A ^ 
B , C varieront avec l'unité de mesure des longueurs et avec l'unïtë 

- , , . , a h e A B 

de mesure des angles j mais les rapports —, —, —, —, —, 

•-- eo serool tout à fait indépeadanl. 
Cela posé, comme un triangle esc complètement déterminé par 



ses trois côtés, chacun des angles A jB , C doit être aue fonction . 
déterminée des trois longueurs a,b,ci en outre, cette fonction 
doit être de telle forme qu'elle demeure la même si , sans chan- ^ 
ger l'unité de mesure des angles, on- fait varier l'unité démesure 
des côtés ; ce qui exige évidemment qu'elle ne se compose que des 
rapports des côtés entre eux; et, comme ces rapports sont tou- 
jours traduisîbles en rapports de deux d'eutre eux au troisième, 
a 

t • "c 
puisque, par exemple, —t^:— , nous pourrons poser 






(■) 



Or, on peut , en premier lien , coiacevotr qu'entre ces trois équa- 
tions on élimine* les deux rapports — , — , ce qui conduira à 
une équation en A^B^C seuletneat ; il y a donc , entre ies trois 
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angles de tout triangle rectiligne , une relation indépendante des 
longueurs de ses côtés ; ce qui revient encore à dire que , si deux 
angles d'un triangle sont respectipement égaux à deux angles d'un 
autre triangle ^ le troisième angle sera égal de part et d'autre. 
On T<Ht .enfin qu'an triangle rectiligne n'est point déterminé par 
ses seuls angles , puisque donner les trots angles revient à n'ea 
donner que deux seulement. 

Deux des trois ^uations (i) suffisent pour déterminer les deux 
rapports — , — ; cela revient à dire que , lorsque deux des an- 
gles d'un triangle rectiligne sont donnés , les rapports entre les 
trois côtés de ce triangle , pris tour à tout, deux à deux , sont 
eomplètement déterminés ; ce qui signifie, en d'autres termes, que 
deux triangles rectilignes qui ont deux angles égaux ^ chacun à 
, chacun , ont leurs côtés homologues proportionnels. 

Conservons les mêmes Dotations , mais supposons qu'il soit ques- 
tion d'un triangle sph^rique, alors le triangle ne sera pas déter- 
miné par ses trois côtés; car si, sur deux sphères in<<gales, on 
construit deux triangles sphériques dont les cotés soient égaux cha- 
cun & chacun, ces triangles ne seront point égaux. Afin donc qn'un 
triangle sphériqne soit complètement déterminé , il ne suffit pas de 
donner les longueurs a , i ,c de ses trois côtés , il faut donner en 
outre la longueur r du rayon de la âphère à laquelle il appartient, 
longueur que nous supposerons d'ailluurs rapporte'e à la même unité 
linéaire. 

Chacun des trois angles A ^B ^C du triangle devra donc étra 
une fonction déterminée de ces quatre longueurs ; de plus, cette, 
fonction devra être de telle forme qu'elle demeure la même si , sans 
changer l'unité de mesure des angles, on fait varier l'unité de me- 
sure des' longueurs ; ce qui exige évidemment que ces fonctions 
ne renferment que les rapports entre ces quatre longueurs prises 
deux à deux , ou, ce qui revient au même, les rapports de l'une 
d'elles aux trois ainres ; on devra donc avoir 
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rONCTIONNEt. a3 






-m — 



\.7> 7' rj' f W 



-^(^^f). 



^nations en nombre in^affisaat pour éUmincr l«s trois rapports 

- , — , —, mais qui en donneront les valeurs en fonction de 
r r ' T' * 

AyByC^K doDReroDt coosëquemment les longa«urs des côi^s , lorsque 
Te rayon de la sphère sera connu. Ainsi , dans un triangle sphiriqutt , 
il' n'existe point de relation entre les angles, indépenda/tfe des cô-^ 
tésj et un tel triangle est tout aussi complètement déterminé par 
ses trois angles ^ue par ses trois côtés» 

Retournons présentement au triangle reclillgne ; il est deux an- 
• très cas où un tel triangle est' complètement déterminé par trois 
de ses parties , savoir : 

I." Lorsqu'on donne deux angîes et le côté comprisî 
2.* Lorsqu'on donne deux cdt^s et l'angle compris ; et Ces deux 
'cas ont cela de remarquable qu'ils se traduisent l'un dans l'autre 
par la simple permutation des mots angle et côté entre euli. M. 
Legendre étant parti du premier, comme principe, pour établir qu'il 
existe entre les angles de tout triangle une relation indépendante 
de ses côiés , on a conclu , de la relation entre tes deux cas , qu'en 
admettant le second à son tour comme principe , et permutant sim- 
plement entre eux les mots angle et cAti , dans I& démonstration 
de M. Legendre , on établirait y par un raisonnement tout aussi ri- 
goorènx que le sien , qu'il existe» entre les trois côtés de tout trian- 
gle , une relation indépendante de ses angles ; conclusion absurde 
qui infirme complètement la validité du raisonnement qui y con- 
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duit, et semble cleroir Infirmer paiement le raisonnement de M. 
Legendre qui parait n'en difiérer aucunement. 

Mais OD doit remarquer qu'il n'en est ainsi qu'autant qu'on fait 
abstraction de tout principe subsidiaire de nature à rompre l'appa- 
rente analogie entre les deux cas ; et voilà précisément pourquoi 
nous n'avons pas cru devoir débuter comme l'a fait M. Legendre. 
Mais présentement que nous avons déjà démontré qu'il existe « en- 
tre les trois angles de tout triangle, une relation indépendante de 
ses côtés; comme îl est d'aillenrs manifeste, i priori, qu'il ne 
saurait exister, au contraire, entre les trois côtés uiie relation id- 
dépendante des angles , attendu que deux côtés d'un triangle étant 
donnés, on peut prendre te troisième d'une infinité de manières dif- 
férentes , toute parité qu'on prétendrait élablir entre les deux ca» 
. s'évanouit ainsi complètement. 

Considérons en elTet les deux équalious 

on n'est aullement fondé à dire qne C nesattrait figorer dans le 
second membre de la première, car, à cause de la relation que 
l'on sait exister entre les trois aogles de tout triangle , on conçoit 
la possibilité de retnplacer C daus ce second membre par u^e fonc- 
tion équivalente de ^ et Bt qui pourrait fort bien alors n'jr ûgt^~ 
xer que par leur rapport, de sorte qu'on aurait ainû 

^nation qni n'ofTre plus rien d'absurde (*). 

(■) 11 BOUS parait que , pour qu'os pAt rempincer C par nne foaetioa 
^aivalente du rapport -—■ , il Taudrâit qa« l'équation de Relation entra 
les troia angles de tout triangle fdt réductible à cette forme 
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Au conlraire, comme U n'existe aucune relation obligce entre tes 
trois côt^s d'un triangle , on n'a pas ta même ressource pour sau- 
ver l'absurdité de- la seconde équation, aussi long-temps qu'on lais- 
sera sobsister e dans son second membre ; cette longueur De sau- 
tait donc y entrer, et l'on doit avoir simplemeot 

ce qui rentre complètement dans ce que nous BTons démontré dès 
le début. 

Au surplus, quand bien même tous les géomètres s'accorderaient 
à regarder comme tout à isùt rîgoureitse , soit la démonstration de 
M. Legendre , soît celle que nous venons de tenter de lui substi- 
tuer, soit enfin tout autre démonstration d'une forme analogue , on 
ne saurait se dissimuler que ces sortes de démonstrations seraient 
tout à fait déplacées dans le texte d'un traite élémentaire de géo- 
métrie , à raison de leur peu d'analogie avec le, Ion général de ces 
sortes d'ouvrages . pour lesquels conséquemment il resterait toujours 
k désirer quelque équivalent. 



C^^ 



<4)> 



w, k moins qu'an actinette, arec pîosieafB géomèlre«, que tont Angleest ud 
. nombre abstrait, cette éqaatioo noua parait inadmlsjible , puisqu'en Taiiaat 
l'unité de mesure dos angles, son premier membre Tnrîe , tandis que le scr 
cond ne change pas de «alear. On trouvera, nu surplus, dans l'article da 
tom^ X, déjli cite, d« pins amples réfiexiona sur ce tujet. 

J,D, G. 
Tom. XIX A 
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26 ADDITIONS 



(GEOMETRIE DE SITUATIOIV. 

Additions et corrections au mémoire sur les 
propriétés des systèmes de coniques , inséré 
à la pag. 277 du précédent çolume ; 

Par M. Chasles, ancien élève de l'Ecole polytechnique. 



l-jEs circonstances dans lesquelles nous arons écrit le mémoire in- 
séré à la pag. 377 (lu précédent folutne ne nous ayant pas laissé 
toute la liberté d'esprit que nouï aorions désiré , il en est résulté 
diversessortes d'omissions plus ou moins graves et quelques inexac- 
titudes de rédaction. Noos . destinons cette note à les' signalfr , . 
«tasi que quelques iocorreclions qui se soot glissées dans l'impres- 
sion. 

47. Nous avons dit (20) : M. Poncelet a discuté très-clairement 
iVxisience des centres d'hpmtrfogîe et des axe^ de symplose ; il faut 
lire ; cordes communes réelles ou idéales an lieu de : aies de symp~ 
tose , parce qu'il a y une distinction à faire entre les six cordes com- 
munes k deux coniques qui se coupent en quatre points ; il est pos- 
sible , en effet , qu'elles ne soient pas to.uies des axes de symptose. 
C'est ce que nous allons faire voir, pn repcenant.la.<kscussioD des 
axes de symptose et des centres d'iiomol^^ie de. deux coniques; 
et en examinant un cas qui n'est pas énoncé dans l'art. 3.0 : ce* 
lui oà les deux coniques se coupent en quatre points, sans-; avoir 
de tangcutes communes. Cela nous justifiera pleinement d'avoic eu 
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recours à une expression nouTcUe : celle ^axe de symplose ^ eo 
pt-ouTànt qu'elle ëtait indispensable. 

48. Les lliëorèmes (17) ou (19) consiilnenl la propriété fonda- 
mentale des axes de sytafXose et des centres d'honiologie de deux 
coniques sïluees dans un même plan. 

D'après les théorèmes de la première colonne on voit que , pour 
qae le point de concours de deux tangentes communes à deux co- 
niques soit un de leurs centres d'homotogie, il faut que toute droite 
qui, men^ par- ce point , rencontre l'une des coniques, rencontre 
également l'autre. Cette condition exige que les deux coniques soif nt 
dans un même angle de ces deux tangentes, ou partie dans ua 
angle et partie dans son opposé au sommet. 

Cela fttil voie que , ^uond é*ux foni^ues sont extérieures Funt 
i t autre , elles n'ont que deux centres dkomohgie , tf/, par suite , 
deax axes de symptose y bien qu'il y ait six peints de eoucours 
de leurs quatre tangentes communes. 

Pour quatre de ces points de concours * une droite ntenée par 
l'un d'eux ne pourrait à la. fois rencontrer les deux coniques i la 
coustrHClion des théorèmes (17) «1 (19) (_ i-" colonne), n'aurait 
donc plus lieu ; ces .quatre poiaU , par. coa&éqpeiut, ne soitt pa^ des 
centres d'homologte. 

La méthode , par laquelle nous arons déduit les propriétés de 
deux coniques quelconques de celles de deux coniques homothéli- 
liques. Confirme ( ainsi que le fait voir l'art. i4 ) 1^ distinction 
que nouis venons d'établir entre les six points de concours des qua- 
tre tangentes communes à deux- coniques extérieures l'une à l'autre. 
' 5o. Quand les deux coniques ont quatre, tangentes communes et 
se' coupent en quatre points, chactin des six points de concours» 
deux à deux de leurs quatre tangentes communes , est un centre 
d'homotogie, -parce qu'une droite menée par chacun de ces points 
peut à la fois reucoutrer les deux courbes ; de sorte que la cons- 
truction dés numéros 1 7 et i9( !.'• colonne) est toujours possible. 

Cela est évident pour- deux ellipses qui se coupent «a quatre 



DigitizedbyCjOOQlC 



a8 ADDITIONS 

poiiiis , parce que deux quelconques de leurs quatre tangentes com- 
munes boniprenoenl toujours ces deux courbes dans un même angle. 

Mais doux coniques quelconques qui se coupent en quatre points 
et qui ont quatre tangentes communes peuvent être considérées 
comme les poluïres réciproqties de deux ellipses ; car ïl suffit de. 
prendre , pour centre de la conique directrice » un point compris dans 
les deux coniques. Or, ces deux ellipses se couperont en quatre' 
points et auront quatre tangentes communes; elles auront donc si» 
ccnires dhomologie et six axes de sjmplose j et par suite lesdeuz 
coniques proposées auront également six axes de symptose et six 
centres dhomologie. 

Donc , deux conitjues quelconques gui se coupent en (fuaire 
points et ont tfiifitre tangentes communes , ont toujours six centres 
d'iwmologie et six axes de symptose. 

5i. Cousîde'rons maintenant deux coniques se coapant en quatre' 
points et n'ayant aucune tangente commune; leurs polaires récipro- 
ques auront quatre tangentes communes et seront exte'rieures l'une 
à l'autre-i elles n'auront donc (48) qne deux axes de symptose et 
deux centres d'Iiomologîe ; d'où i[ suit que les deux coniques pro- 
prisdes n'auront aussi qtie deux centres ^d'homdlogie et deux axes 
de symptose, bien qu'elles aient six cordes communes. 

Donc , deux coniques qui se coupent en quatre points et rCont 
pas de tangentes communes , n'ont que deux axes de symptose et 
deux centres d'homologie. 

L'une de ces deux coniques çera toujours une hyperbole ;.,car 
nous venons de voir qu'eKi?s sont les polaires réciproques de deux 
coniques extérieures l'une i l'autre ; le centre de la conique direc- 
trice sera toujours au-deliors d'une au moins de ces deux courbes ; 
l'antre conique pourra être indistinctement iine hyperbole , une el- 
lipse ou une parabole. . . ■ 

Il est facile de distinguer celles, des. six cordes commqnes aiti; 
deux coniques qui seront les axes de, symptose; ce sont celles qui 
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atfront des points au-dehors de deux coniques ; les quatre autres- 
seront eniiétement comprises dans ces courbes. 

Si, f^T exemple,. on a aoe hypeclïole.et une ellipse qui la ren> 
coDtr^t eo quatre. poinlA 4oQl deux ;sur use' brandie et deux sur 
l'autre, les axes de j^yraptose seront les deux cordes qui joiâdront' 
les points d'une même branche , parce que les proloogemens d»' 
Cfs cordes, seront «u-dehocs des deux coniques. Chacune des qua- 
tre autres cordes, au contraire, joindca un point dtioe: branche i 
un point de i'auir<e braQche,:et aura iioos ses points >coinpns dans 
rjioe pu dafi» loutre cQuriie.. 

On. voit clairement que les deux coniques n'ont ancané tangente 
CMnmune; car toute tangente à l'hyperbole.passe entre ses deux bran- 
ches et rencpnire par conséquent l'ellipse qui. est aussi comprise', 
entre les deux branches , puisqu'elle les reitcontre. l'une e( l'autre. . 

53. ^a di^iioctiou que oous, venons d'Aablir entré les sic cor- 
des commuges aux dçux coniques, correspond à celle que nous- 
avons faiie (4çi) entre les six points de concours des quatre tan-, 
gentes communes k deux, coniques extérieures l'une i l'autre. 

. F.tle est paiement une const'quejaoe des. deux théorèmes (^7) et' 
(jg) .(2.*"* colonne), d'apcès IcsqneU. il fauti, ppur qu'une corde' 
cpmniuue à deux coniques soit uu axe de.^ymptose, quion poisse; 
mener, par des points de sa direction, des tangentes à l'une ei. i 
l'autre- courbe. ' ^ • 

54. Quand deux coniques ne se coupent qu'en ^eux points , elles^ 
n'ont qu'un sysiime de deux axes de symptose, 

. Car, si elles avaient deux autres aus de syinptote ,' ils passeraient 
par les deux pgtnts d'intersection des deux coniques et les <ou- 
peraicD.t en deux autres points ; les deux coniques auraiepl donc 
quatre points communs, ce qui est contre l'hypothèse. 

55. Qjuaod deux coniques n'ont ai points communs ni tap-^enles 
communes , elles ont un système dajçes de symptose et n'en ont 
qu'un seul. , , 

Mous avons d^jà.dït (ao/ que les deux coniques ont toujours 
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UQ système de deux axes de symptose , parce qu'il en existe g^ 
n^raleutent trois dont la recherche donne lieu k une ^uation du* 
troisiènae degré qui doit o voir au moins nue racine rëelle. ■ ■ 

Dans le cas énoncé oà deux coniques n'ont aucun point cam-< 
mun , il ne saurait exister un ' deuxième système de deux axes de 
symptose; car ces deux axes couperaient les deux premiers'en qua-' 
Ire points féeU qui apparùendraient k la fois aux deux ooaiques^ 
ce qui est contre t'hypotlièse. 

, 56. <l4oa> Tenons de passer «a revue les difTéreus cas qne peai 
offrir le système de deux coniques, et notre discussion nous a con- 
duit au résumé que Toici: 

Deu:r coniques situées àmns un même pfin ent aàe axes de symp^- 
tose et six centres tthomelogie ^uand elles se coupeat eu quatra 
points et fu'e/ies ent fùotre tangentes communes. 

Dans tous les autres cas , même dans celui oè elles se aoupent 
m ^atre' points , sans avoir de tangentes communes , elles n'ont 
fue d*ux axes de symptoseet deux centres d'homologiei 

&7 . La discHSsioa précédente fait Toir qu'il élail indispensable dft 
donner un nom patiiculier icelles de» cordes communes Âdctix 
contqaei que- nous avons ap^léés axes de sympl&se , et que la dé-' 
nomination simple de tardes communes - eA insuffisante, puisqu'il 
peut arriver que, six eordes élant réelles, il n'y en ait pstirtani 
que deux qui jouissent des propriétés qui constituent les axes de 
syinptose. < » 

C'est pu Qoe raison toikte senbhibfe que l'on nlauratt pn d^ 
signer simplement les centres d'homologie comme les points de c&n- 
cours-des tangentes communes- a^ax deux coniques, puisqu'il peut 
»rÎTer qne d«ux seulement de ees six points jouissent des-proprié- 
lés qui coBStiluent tes centres d'homologie. 

58.~Ji2algré la différence qui peut exister (5i) entre les six cor- 
des con»niiHte& ^ detiif coniques ) il est une propriété générale qui 
leur appartient à toutes indistinctement , et que nous n'avons détnon- 
ttée aue pour les axes de sympiose^ elle consiste en ce que les polaireê 
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'^un point ^ueîcon^uç dune corde communs à deux eoni^ÙM^prp' 
tes par rapport à ces âéux courbes , se. coupeni sur la corde même* 

Cela résulte delà troisième partie du théorème de l'art. 39 ( i."* 
colonne ) , parce que deux cordes cominuoes peuvent Atre regar- 
dées comme une conique qui passe par lei quatre points d'iiiter-r 
«ectioQ des deux proposées, . ■. ' - . ^ . -• ■ 

59. Pareillement, les six points de concoars des quatre tangèiiT 
tes communes à deux coniques, jouissent toQ5d'uBe'pfoprtélé''gé< 
pérale que nous avons démontrée (21) pour les centres d'homolotr 
gie-; elle consiste en ce que toute droite menée p^r vn quekoitfut 
des six points de concours des çutitre tangfiHiffifotm^ites i .deug 
coniques, a ses pôles, relatifs ait^'deuei_,e^eMvke^ t )fn ■ ligne dr-otts 
«tec.ee point de concours. . i " - * 

Ce théorème se déduit du précédent pac la Uiéoùe -des polait 
res réciproques. 

■ 60. Les axes de symptose et les centres d'homologie jouissent 
de propriétés plus générales que ceUes éntmcé^p. par lej théoYèmçs 
{.VU ^ ('9)< 1°^ lei donneiioas. après vavciir exposé les -propriétés 
«oalogues des coniques homothéliques. 

61. l.çs*deux Uiangles dool il ctt qoewion à Kart. 3o < pag. 
390 ) n'en, font- éridemmenl qu'un seul ; cat* on. sait, dVprès Jes 
élémens de la théorie des transversales^ que, quand un quadrila- 
tère est inscrit dans deux cowiqDesj le potat. de concours de deux 
côtés opposés est , par rapport à l'une et à l'autiv courbes , le pôle 
de la droite qui joint le point de concours des deux autres côtés 
au point de .concours des deux diagonales, 

Nous reviendrons sur ccUe question qui fait partie essentielle 
des propriétés du système de deux coniqnes , mais que ooua avons 
d,û ajourner jusqu'à ce q«ç nous ayçns fait connaître certaines pro* 
priëtés des coniques homothéliques, parce qne la considération des 
axes de sjmptose est insuffisante pour la traiter complètement. Car 
. il existe en général trois points dont chacun a ponr polaire , pat 
rapport & deux cooiques données, la droite qui joint les deux au- 
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tr«s , et ces trois points peuvent être réels , bien que les deux co> 
niques n'aient qu'un seul système d'axes de symptose. 

Nous verrons, en effet, que ces trois points sont réels ioutes hs 
fois ^ue les deux coniques se coupant en quatre points ou ne se 
coupent pas du tout , et que. deux sont imaginaires et le troisième 
toujours réelf quand les deux coniques ne se coupent qu'en deux 
points. ■ , 

Cïous veiTons aussi que deux des trois points en question , divi- 
sent harmoniquement tes segmens formés sur ta droite qui les joint 
1.* par les deux axes de symptose qui passent'par le troisième point ; 
A.* par les deux centres â'hoiholngie qui leur correspondent ; 3.° par. 
chacune des deux ^mii'qûes proposées; et, en gén<^ral , par toute 
conique qui passerait par les quatre points d'intersection réels oii 
imaginaires de ces deux dourbes (*). 



GÉOMÉTRIE DE SITUATlOlV. 

Aote sur une inadçertance graine , commise à 

la pag, 336 du précédent çoîume ; 

Par M. Gergonme. 



OOIT qu'on assujettisse une courbe plane à passer par an point 
dûQué ou qu'on exige qu'elle louclie uue droite donnée, il n'eu ré- 
sulte jamais qu'une condition unique , propre snilement 4 déter- 
miner un des coeffîciens de son équation ; et si l'on assujeiiit à la 

(■) Les correctioQi moins îinport«Dtes soot iodit^u^es d«D> l'errata du prë* 
c^deat volume. 

J. D. G, 



■ DigitizedbyCjOO-QlC 



SIGNALEE. 3J 

fois cette coarbe à passer par un point donné et â toncber une 
droite donnée, cela ne devra compter que pour deux conditions 
seulement, propres & déterminer deux des coelHciens de son équa- 
tion ; il importe peu d'ailleurs que le point donné soit hors de la 
droite donnée ou qu'il soll situé sur cette droite. 

Si , en effet , dans le dernier cas , (a y i) est le point donné ^ 
l'équation de la droite donuée sera de la forme 

y—h=m(s—e) -, 

fl faudra d'abord exprimer que le point ( a, i) satisfait à IVqua- 
tîon de la courbe , ce qui donnera une première équation de con- 
dition ; il faudra ensuite exprimer que la tangente à la courbe en 
ce point , dont l'équation sera de la forme 

y — J^Jlf(jr— «) , 

coïncide btcc ta droite donnée » ce qui donnera , pour seconde éqna- 
tion de condition, Jlf=m. 

On voit , en particulier , que , si deux triangles sont inscrit et cir- 
conscrit l'un à l'autre, assujettir une courbe h être i ta lois cir- 
conscrite à l'un et inscrite à l'autre , c'est l'assujettir à six condi- 
tions distinctes ; si donc il s'agit d'une ligne du second ordre , dont 
la détermination n'exige , comme l'on sait , que cinq conditions 
seulement , le problème sera plus que déterminé ; il ne sera donc 
possible que sous certaine condition; aussi a-t-on tu ( tom. XVIII , 
pag. SsB ) qu'il fallait pour cela qne les points de concours des 
directions des côtés opposés dans les deux triangles , appartinssent 
tous trois k une même droite. On a vn iiussî qu'il fallait que les 
droites, qui joignaient les sommet^ opposés des deux triangles , con- 
courussent toutes trois en un même point ; mais ce n'est point là une 
seponde condition, car on a- tu ( tom. XVI, pag. 313} que ces 
deux conditions se comportent réciproquement. 

Tom. XIX 5 
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Soit qn'on' assujetiisse une surface courbe à passer par on point 
donné ou qu'on eiige qu'elle touche un plan donné » il n'en lé^ 
suite jamais qu'une condition unique , propre seulement à détermi- 
ner un des coefTiciens de son équation. Si on l'assujettit à la fois 
& passer par un point donné et à toucher un plan donné » il y 
aura à fuire une distinction qui n'a pas lieu dans la géométrie 
plane. Ou bien le point donné sera situé hors du plan donné» au- 
quel cas cela ne devra compter que pour deux conditions pro- 
pres seulement & déterminer deux des coefficieus de l'équation de 
cette surface , ou bien le point donné sera situé dans le plan donné, 
et alors les deux conditions devront compter pour trois , propres 
à déterminer un nombre égal de coefEciens. 

bi , en effet , dans le dernier cas ( , 3 > f ) est le point donné » 
l'équation du plan donné sera de la forme ... 

il faudra d'abord exprimer que le point (<i,5, r) satisfait à V^- 
quatiun de la surface proposée ^ ce'qui donnera une première équa- 
tion de condition ; il faudra ensuite exprimer que le plan tangent 
à la surface eu ce point , dont l'équaiioa sera de la forme 

coïncide arec te plan donné , ce qui donnera les deux autres équa- 
tions de condition P:=:^ , Q=^. 

On Toit, en particulier « que , si deux tétraèdres sont inscrit et 
circonscrit l'un à l'autre, assujettir une surface courbe à être à la 
fois circonscrite & l'un et inscrite à l'autre, c'est l'assujettir i ^<oux« 
conditions distinctes , et non pas & àm'i , comme nous l'avions dît 
par une inadvertance tout à fait impardonnable, et justement re- 
levée par M. Bobillier dans la note de la page 336 du précédent 
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Tolume ; note qnî , cons^quemment, doit élre r^pot^e non avenue. 
Si donc la surface est du second ordre seulement , comme neuf 
conditions snfEsent pour déterminer une telle surface, le problème 
sera plus que déterminé et ne sera possible que sous certaines con- 
4itions ; aussi MM. Steiner et Bobiilier ont-ils reconnu l'un et l'au- 
tre qu'alors les droites, suivaut lesquelles se coupent les plans des 
faces opposée? des deux tétraèdres, doivent appartenir toutes quatre 
k une même surface gauche du second ordre , et que les droites 
qui joignent les sommets opposés de ces tétraèdres doivent aussi 
appartenir à une même surface gauche^e cet ordre C^). 

Mais Voilà qu'après avoir accusé ces deuf élégans théorèmes de 
pécher par excès , nous sommes présentemeii^ .obligés de les accu^ 
ser de pécher par défaut , c'est-à-dire , d'être incomplets. En ad- 
mettant y en effet , qu'ils ne se comportent pas l'un et l'autre , comme 
leors analogues , dans la géométrie plane , ce quiest tout au moir.f 
très-douteux , ils ne constitueraient enoire que JeuJ^ conditions dis- 
tinctes, tandis qu'ici le nombre des conditions imposées excède de 
trois unités le nombre de celles qui sont nécessaires' pour la dé- 
termination complète de la surface dont il Vagit. Voilà donc un 
sujet de recherche dont le défaut de loisir ne nous permet mal- 
heureusement pas de nous occuper dans ce moment , mais auquel 
les deux estimables géomètres, auteurs de l'un et de l'autre théo- 
rèmes , voudront peut-être bien dooner quelque attention. 



(•) Au moment o4 nooi corrigeon» l'ëprenre de cette feoille, nous pb- 
ecToni une lettre de M. Chulet qui lignai» égaUmeat l'inconeeTabU ei> 
reur dont nous îtitoat ici l'humble aTCii. 
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QUESTIOIVS PROPOSEES. 

Problème de situation; 
Par M. J. Stexmer, de Berlm. 

IWWVI.WWVV'WWVWVV 

J jw- nombre des faceS d'an- polyèdre ^tant donn^, on peut demaa- 
der de qoelle nature peuvent être ces faces. On trouve , pour le» 
«a» les plus simples y' les résultais que voici r 
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Quelle est la 1(h g^érale ? 
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GEOMETRIE PURE. 

Déçeloppement dune série de théorèmes relatifs 
aux sections coniques j 

Par M. J. Steiher. 

niwwwwwvmvunnivn 



^i f de l'un quelconque P des points du plan d'un triangle ABC 
( /jg. I ), on abaisse, sur les directions de ses calés BC, CA , AB, 
respectÏTement , les perpendiculaires PA' , PB' , PC , et qu'on joigne 
le même point à ses sommets par des droites, ou aura 

BJF — CÂ''=BP' — CP* , 
CB'' — Â^'^CP'— ÂP' , 

ÂC?'— 5Ô'=ÂP'— Bp' ; 
d'oi'i , en ajoutant , r<?duisant et transposant , 

(•) Pour un triangle sphérlque, on aurait 

Coi.KW .C01.BC' . Coj.CA'=Coi.BA'. Cot.CR' .CosJiC' ; 
d'oiï on déduirait des conséquecces analogues. 

Tom. XIX, n.' II, i." août iSaS, 6 
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telle est donc la condition nécessaire et suffisante pour que des 
perpendiculaires élevées ans trois cotes BC , CA , AB d'un triangle 
ABC , par des points A', B', C de leurs directions respectives^ 
concourent toutes trois en un même point P. 

Il en résulte immédiatement i," que les perpendiculaires éle- 
vées aux côïés d'un triangle, par leurs milieux , concourent toutes 
trois en un même point ; 2.* que les perpendiculaires abaissées sur 
les directions de ces mêmes côtés, des sommets respectivement op< 
posés, concourent aussi toutes trois en un même point. 



Par les pieds A**, B', C des trois perpendiculaires, concevons 
UQ cercle dont O soit le centre , lequel coupera de nouveau les 
mêmes côtés du triangle- aux points A", B", C". Par les points 
F et O soit conduite une droite . et soit prolongée celte droite au- 
delà du point O d'une quantité OP'=OP. Parce que les perpen- 
diculaires qu'on abaisserait du point O sur les directions des trois 
côtés du triangle tomberaient sur les milieux des cordes intercep- 
tées A'A",B'B", C'C" ; U s'ensuit que les perpendiculaires éle- 
vées & ces mêmes côtés, par les points A", B", C", doivent con- 
courir toutes trois au point P^ On a donc ce théorème: 

« Si , de l'uu quelconque P des points du plan d'un triangle 
» ABC , on abaisse, sur les directions respectives des côtés BC , 
» CA , AB de ce triangle , les perpendiculaires PA' , PB' , PC , et 
» si , par les pieds A' , B' , C de ces perpendiculaires , on fait 
» passer une circonférence dont O soit le centre et qui coupe 
» de nouveau les directions de ces mêmes côtés en A", B" , C", 
» les perpendiculaires élevées respectivement Â ces mêmes côtés , par 
V ces trois derniers points , se couperont toutes trois en un même 
» point P' tel que le point O sera le milieu de U droite PP' «. 
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3. 

Soient menées les droites B'C, C'A' , A'B' ainsi que WC". Les 
angles AB'C et AC'''B'' qui ayant leurs sommets à la circonfé- 
rence s'appuient sur le même arc B"C', sont ^gaux; maisÂcause 
des quadrilatères B'PC'A , C"P'6"A inscriptibles au cercle , ces an- 
gles sont respectivement égaux aux angles APC, AP'B''; donc ces 
derniers sont aussi égaux entre eux. D'un autre côlë, les angles 
B'PC, B'-'P'C", supplémens d'un même angle A, sont <<gaux en- 
tre eux ; donc , par soustraction , les angles APB' et AB'C" sont 
aussi égaux ; et il en doit être de mérae de leurs complémens PAB' 
et P'AC" i mais à cause du quadrilatère ioscripiible au cercle, 
i PAB' on peut substituer son égal PC'B'; donc ce dernier est égal 
à P'AC"; puis donc que les côlés C'P et AC" de ces. deux angles 
iont perpendiculaires l'un à l'autre,' leurs côtés C'B' et AP' seront 
aussi perpendiculaires l'un à l'autre; et il devra en être de même 
des droites C'A', A'B', comparées respectivement aux droites P'B, 
P'C. 

Soit a le milieu de la corde B'C , la droite Oa devra ^tre per- 
pendiculaire k B'C, et, par suite, parallèle ït P'A. Pour les utéuies 
raiioirs si i et r sont les milieux respectifs de C'A' et A'B', le* 
droites Oà et O^: seront respectivement perpendiculaires à celles-là. 

On a donc ce théorème : 

• Si , de l'un quelconque P des points du plan d'un triangle ABC , 
» on abaisse , sur les directions de ses côtés BA , CA , AB , les per- 
» pendiculaires PA' , PB', PC, et si, des sommets du triangle, 
* on abaisse, respectivement sur les directions des côtés B'C, C'A', 
» A'B' du triangle A'B'C , d'autres perpendiculaires, ces trois der- 
3 nières concourront en un même point P' {*). Eu outre , si l'on 

(■) Ce théorème n'est qu'un cas particulier d'un autre que nous avons pro* 
posé de déœotitrer, tout le n.» 54) dans le 11,' volume du Journal de M. 
Crelle ( pag, 387 ) où on trouvera aussi ses analogues , lous les n.*** 55 et 56^ 
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■ abaisse de ce dernier point, sur les directions des intimes côtes 
n du Iriaii^fle ADC , des perpendiculaires Vh", PB", P'C" , les sir 
» points A', B', C, A", B", G" appartiendront à une même cir- 
n conférence ayant son centre O au milieu de la droite PP' «. 

De là on déduira facilement la solution de ce problème : 
« Des droites PA,PB,PG étant menées de l'un quelconque P 
jt des points du plan d'un triangle ABC à ses trois sommets ; ins- 

■ crire à ce triangle un autre triangle A'B'C, dont les trois cù- 
» lés B'C, C'A', A'B' soient respectivemeot perpendiculaires à ces 
» droites ? » 



Nous Tenons de faire voir que les angles PAC et P'AB sont 
égaux; or, comme les circonstances sont les mêmes relativement 
aux trois sommets du triangle ABC , on doit avoir 

Ang.PAC=Ang.P'AB , 

Ang.PBA=Ang P'BC , 

Ang.PCB^Ang P'CA ; 

d'où résulte ce théorème : 

« Par l'un quelconque P, des points du plan d'un triangle ABC , 
» soient menées à ses sommets des droites PA , PB , PC ; si , pai 
» les mêmes sommets , on mène trois nouvelles droites faisant 
» respectivement , avec les côtés AB , BG , CA , des angles égaux aux 
» angles PAG , PBA , PCB , ces trois dernières droites concourront 
» en un même point P' ; et si , des points P , P' on abaisse sur 
• les directions des côtés BC , CA , BA du triangle les perpendicu- 
» laires PA', PB', PC' P'A", P'B" , P'C" , leurs pieds A' , B' , 
» C , K" , B'' , G'' appartiendront tous six k vtne même circoa- 
> férence ajaut son centre O au milieu de la droite PP' ». 
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5. 

Soit prolongée la perpendiculaire PA' , au-delà de A', d'une 
quaulité A'Q=:A'P , et soient menées QP' , coupant BC en M , OA' , 
qui sera parallèle à P'Q et d'une longueur moitié moindre , et en- 
fin PM ; d'après cette construction on aura MP=MQ , et, par suite , 
MP+MP/=l"Q=aOA';. en outre les angles P'MB , PMA , tous 
deux égaux à l'angle QMG , seront consi?ijuemment égaux entre eux. 
Il résulte de tout cela que les points P, P' sont les deux foyers 
d'une ellipse tangente en M au coté BC , laquelle a son centre • 
en O et son grand axe égal au diamètre du cercle dont le point 
O est le centre ; d'oii il résulte qu'elle louche ce cercle ans deux 
extrémités de son grand axe ; et y comme ce que nous venons de 
prouver , relativement au côté BC du triangle , se prouverait éga- 
lement des deux autres, on a le théorème suivant : 

B 1." Chacun des points de l'intérieur d'un triangle peut être con- 
» sidéré comme i'un des foyers d'une ellipse inscrite k ce ttian- 
» gle ; 

» 2.* Les pieds des perpendiculaires abaissées des deux foyers 
» d'une ellipse sur ses tangentes sont tous situés sur une même 
» circonférence , ayant le grand axe de cette ellipse pour diamètre ; 

» 3.* Un angle étant arbitrairement circonscrit à une ellipse . 
» les droites menées de ses deux foyers au sommet de cet angle 
* font des angles respectivement égaux avec ses deux côtés ». 

En conséquence de celte dernière propriété et de l'égalité des 
angles B'PC, B'/P-C'", les triangles rectangles P'C'A, V^"A sont 
respect ivemept semblables aux triangles rectangles PB'A, PC'A, ce 
qui donne 

P'B":PC':AP':AP , 

PB':P'C":AP:AP' , 

et , par suite , 



DigitizedbyCjOOQlC 



^3 DEVELOPPEMENS 

PB'.P'B"=P'C" i 

c'est-â-dire , 

« 4.* Le rectangle des perpendiculaires «baissas des deux foyers 
* d'une ellipse sur une quelconque de ses tangentes est constant , 
» et coQse'quemmeat égal au carré du demi-petit axe de l'ellipse ». 



Entre dirers cas particuliers nous signalerons seulement le sui- 
vant : 

Supposons qtte le point P ( fig. 2 )'soit le centre du cercle cir- 
conscrit au triangle ABC; les pieds A',B',C' des perpendiculai- 
res PA' , PB' , l'C ,. abaissées de ce point sur les •'lîn'Clions des cô- 
tés BC,CA,AB, en seront respectivement les miiifus ; el , purcun- 
séquent, les droites 1&'C',C'\' , A'B' seront respecliveiu<>nt pariiUè- 
|e« aux côtés BC , CA , AB; et comme, par exemple, la droite 
AP' est (3) perpendiculaire à B'C , elle sera aussi perpciiilicnhiire 
à BC , et, par const'queut, le point P'' sera le point de concours 
des perpendiculaires abaissées des sommets du triangle ABC sur les 
directions des côtés respectivement opposés. On a donc ce théorème: 

« Les milieux A', B', C des côtés d'un triangle ABC > et les pieds 
» A", B" , C" des perpendiculaires abaissées de ses sommets sur les 
» directions de ces mêmes côtés, sont six points situés sur la cir- 
» conférence d'un même cercle dont le centre O est au milieu 
» de la droite PP' qui joint le centre P du cercle circonscrit au 
» triangle ABC avec le point P' de concours des perpendiculaires 
» abaissées de ses sommets sur les directions des côtés opposés. Ces 
» deux points P,P' sont les foyers d'une ellipse inscrite au trian- 
» gle ABC , laquelle est concentrique avec le cercle circonscrit au 
> triangle- A'B'C et a son grand axe égal au diamètre de ce cei- 
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» de > on , ce ^uï rerient au même ( puisque les càt^ du trîan- 
» gle A'B^C^ sont moitié de ceux du triangle ABC ) , ^gal au rayon 
» du cercle circonscrit au triangle ABC. En outre, les trois rayons 
» PA , PB, PC seront respectivement perpendiculaires aux côt^s 
» B"G", C"A",A"B'' du triangle A"B'''C" ; enfin ces rayons se- 
» ront tellement dirigés que les angles PAB,PBC,PCA, sont res- 
pecttTeraent égaux aux angles A"AC , P^'AB , B''BA , C"CB ». 

Sur la droite PP' il existe un quatrième point G ( Carnot ) , 
intersection des droites AA^ , BB^ , CC qui joignent les sommets 
du triangle ABC aux milieux des côtés respectivement opposés , 
et les quatre points P, G, O, F' sont situés harmoniquement, c'est- 
i-dire , de telle sorte qu'on a GO : GP::P'0:P1*, ce qui revient 
i 1 : 3 : : 3 : 6. En outre j les points P', G sont les centres de simi- 
litude des deux cercles qui ont leurs centres eo O et P ; donc le 
cercle qui a son centre en O passe par les milieux des droites P'A, 
P^B, P'C ; et les points A'', B'^, C" ^ sont les milieux respectifi 
des droites P'A'" , P'B'", VC" , prolongemens des droites P'A" , 
P^B^^, P'C", jusqu'à la rencontre de la circonférence qui a son cen- 
tre en P (*J. 

Le cercle qui a son centre en O jouît , en particulier , de celte 
propriété bien digne de remarque : • il touche chacun des qua- 



(<) De 1& , en particulier, on conclura facilemeot ce tbéoréme : 
« Si , sur la circonférencedu cercle qui a son centre en P , on prend ar- 
bi traire ment quatre points A ,B, C , D t ces quatre points seront , troii 
■ k trois , les sommets de quatre triangles inscrits auxquels correspondront 

> quatre points P', quatre points O et quatre points G. Or, les quatre 
M points de chaque sorte appartiendront â une même circoDfëreDee dont 

> le rayon sera , pour les quatre points P', ëgal k celui du cercle donné; 
• moitié de ce rayon , pour les quatre points O , et son tiers seuleraenl pour 
» les quatre points G, En outre, les centres de ces ti^is noureaut cercles 
» seront , avec le point P harmoniijutimeot situés sur une roëme droite, 
» comme le sont les quatre points P', O, G, Pf de sorte que le centre P 
» fera le centre de similitude commun de ces trois nonTeani cercles >. 
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» Ire cercles inscrits et ex-îiiscriis au Irlanj^lc ABC ; c'cst-à-dîre , 
» chacun des quatre cercles ^ui peuvent toucher à la fuis les trois 
» côtés de ce triangle ». 

7- 

Comme les propriétés de l'ellipse démontrées ci-dessus (5) onl 
lieu d'une manière analogne ponr toutes les autres coniques , ce 
qui se prouve par de semblables considérations , on peut établir 
ce théorème plus général : 

« Chaque point pris à volonté dans le plan d'un triangle donm^^ 
» est le foyer d'une conique inscrite ou ex-inscrite à ce trianj^le ; 
» conique de laquelle on peut , par une construction facile , dé- 
» terminer l'autre fojer, le centre et le premier axe ». 

Proposons-ttous d'abord de découvrir quelle relation il peut y 
avoir entre la nature de la conique et la situation , par nipport au 
triangle , du point pris arbitrairement pour foyer. 



Soit ABC ( f>g. 3 ) le triangle donné y et soit P un point pris 
arbitrairement sur son plan pour foyer d'une conique touchant Â 
la fois les trois côtés de ce triangle. 

De ce p&inl P soient menées les droites PA , PB aux deux som- 
mets A, B de ce triangle. Pour déterminer l'autre foyer P-' de la 
courbe , il faudra (5) conduire par tes points A , B deux droites 
AP' , BP' formant , respectivement avec CA , CB ou leurs prolonge- 
mens, des angles égaux à PAB , PBA ; et le point P' de concours 
de ces deux droites sera le second foyer cherché. Afin donc que 
la courbe soit une parabole , H faudra que ce second foyer soit 
infiniment distant du premier , ou , ce qui revient au même , il 
faudra que tes deux droites AP^ ,BP^ soient parallèles ; et récipra- 
quemment , toutes les. fois que ces deux dcoites seront parallèles » 
la courbe sera une parabole. 
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' Si alors on conçoit par le soinntet C une paralUle h ces deux 
droites, cette parallèle divisera l'angle ACB i-n deux parties res- 
pechvenient égales, aui angles que forment AP et BP avec les 
prolungemens de CA et CB ; donc la soouie de ces deut 
dtToiers fffigles , est ^gale à l'angle C ; donc aussi la somme des 
deux angles PAB et PBA , respectivement égnm à ces deui~Ià » 
doir aussi ^tre ^gale à l'angle ACB ; mais l'angle APB est supplf^- 
meot de la somme des deux angles PAB et PBA , dooc il doit 
ilre aussi supplément de l'angle ACB; à'oîi il suit que les qua- 
tre points A,&, G, P appartienne!) t à une même circonférence ; 
on a donc ce tUéorème : 

« Toutes les paraboles , touchant à la fois les trois côt& d'un 
p m^me triangle, ont leurs foyers sur la circonfe'reuce du cercle 
» circonscrit , et, réciproquement, tout/ point de la circonférence du 
» cercle drconscrît à un triangle est le foyer d'une parabole tou- 
» chée à la fois par les trois c^lés de ce triangle ». 

D'après ce qui a été déutuntré ci-dessus (5,3°), les pieds des 
perpendiculaires abaissées du foyer d'une parabole sur ses tangen- 
tes sont tous situés sur la tangente au sommet de la courbe , et con- 
séquemmenl en ligne droite ; en combinant donc cette proposition 
avec celle qui vient d'être démontrée, on parviendra à ce théorème 
connu (•) : 

41 Les pieds des perpendiculaires abaissées sur les directions des 
» trois côtés d'un triangle , de l'un quelconque des points de la 
» circonférence du cercle circonscrit» appartiennent tous trois à une 
» même droite •. 

11 ne Sera pas difficile de parreair par les tnémes considérations 
à ce théorème plus général : 

« Si , de f un quelconque des points de la circonférence du cer- 



(*) Voj. AnnâUt , tom. IV, pag. aSi. 

J. O, G. 
Tom, XIX 7 
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n cle circonscrit iun triangle, od conduit, sur les directions de s«s 

» côl^s , des obliques faisant , dans le même sens , avec ces mê- 

s mes côtés, des angles égaux quplconques , les pieds de ces obli- 

■ ques appartiendront tous trois à une même droite. En outre , 

» toutes Les droites qu'on obtiendra , en variant l'angle des obli* 

» ques , envelopperont une parabole qui aura pour fo^er le point 

» de départ de ces obliques ». 



Revenons au problème que nous nous étions proposé (7). Ob- 
servons d'abord que le plan de ia figure se trouve partagé tant 
par les trois côtés du triangle ABC , coosidérés comme des droi- 
tes indéfinies, que par la circonférence du cercle, en dix nagions 
dont quatce finies et six indéfînics. Les quatre finies sont le trian- 
gle lui-même que nous déâïgneroos par T , et les trois segmens 
que nous désignerous respectivement par S,, S*, S,. Les six in- 
définies sont les opposées au sommet des trois angles du triangle 
que nous désignerons respectivement par A',B',C', et trois au- 
tres régions terminées chacune par un arc de cercle et par les pro- 
longemens de deux côtés du triangle. Nous désignerons ces der- 
nières par T., Ti , T,. 

En supposant les deux droites AP', BP' parallèles, nous avions 
l'angle ACB égal à la somme des deux angles PAB et PBA ; mais, 
si la somme de ces deux angles croît de manière à devenir plus 
grande que l'angle ACB, les droites AP',BP' convergeront en un 
point P' , sjlué dans la région T., et le point P passera aussi dans 
cette même région ; de sorte que la conigue ne pourra être qu'une 
ellipse. 

Si au contraire la somme des angles PAB et PBA diminue , le 
point P passera dans la région ou segment S, , tandis que le point 
P' passera dans la région Çy ; d'oà il est aisé de conclure que /« 
coni<jue ne pourra être qu'une hyperbole. 
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Donc (8) on a le th<?orème suivant : 
c Tout point P , pris arbitrairement dans le plan d'un triangle 
» ABC , est le fi)yer d'une conique touchant à la fois les trois cô- 
> l^ de ce triangle; or, i." cette conique sera une parabole si 
» le point P est sur la circonférence du cercle circonscrit au trian~ 
» gle ; 2." ce sera une ellipse si le point P est int<!ripur au irian- 
» gle , ou bien si , ^tant extérieur au cercle , il se trouve situé dans 
I» l'espace terminé par un quelconque des côtés de ce triangle , et 
» les prolongemens des àetix autres ; 3." enfin la courbe sera une 
» hyperbole sî le point P est & la fois intérieur au cercle et ex,- 
» térieur au triangle , ou bien s'il se trouve situé dans l'opposé au 
» sommet de l'un des angles de ce triangle O^». 
Et réciproquement, 

« Une conique touchant à la fois les trois côtés d'un triangle 
» ABC; i.** si cette conique est une parabole y son foyer sera si- 
» tué sur la circonférence du cercle circonscrit; 2." sî cette cont» 
» que est une ellipse , ou bien elle aura ses deux foyers intérieurs 
» au triangle, ou bien ils seront tous deux extérieurs au cercle et 
» situés dans l'espace circonscrit par l'un des côtés de ce triangle , 
» et les prolongemens des deux autres \ 3.° enfin , si cette conique 
» est une hyperbole ^ un de ses foyers sera compris dans l'un des 
» trois segmens du cercle circonscrit extérieur au triangle , tandi» 
T> que l'autre se trouvera situé dans l'opposé au sommet de ran*- 
j> gle respectivement opposé de ce triangle n. 

Ce que nous avons dit ci-dessus ( 5 , S* ) permet de préciser 
mieux encore la situation relative des deux foyers dans le cas de 
l'ellipse et dans celui de l'hyperbole; il en résulte, en effet , que 
deux tangentes étant menées d'uo même point à la courbe, et étant 
menées les deux droites qui divisent en deux parties égales les qua- 



(*) C'est le théorène Sa qa« nom iTioDS proposé h dénostrer ^ la p*^ igi- 
âB II.a" Tolunae dit Jouroal d« M. Crellfl* 
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ire angles forim's par ces (Ifux tangentes, les deux foyers se trou- 
reront toujours situés d'uo mdme côlé de l'une de ces droites et 
de diirérens côtés de l'aulre. 



Nous avons déjà remarqué ( png. 3 ) que si , par un point P 
pris arbitrûireoient dans te plan d'un irîiingte ABC, vl par cha- 
cun de ses sommets, on mène trois droites AP, BP , CP , ren- 
contrant les directions des côtes respectivement opposés en A',B''> 
C , il existe toujours une conique qui tonche les trois côic'ï du 
triangle en ces trois points. Examinons présentement çuc//e doit 
être la situation du point P sur le pian du triangle , pour tjue 
la courbe soit une parabole , une ellipse ou une hyperbole. Com- 
mençons par le cas de la parabole dont la discussion u'ufTre au- 
cune dilTicuIté. 

Soit P ( fig. 4) le foyer d'une parabole , et soît AB une tan- 
gente quelconque à la courbe , dont le point de contact soit en C. 
Sur la droite PC soit pris un point C quelconque par lequel soit 
menée la droite CDP'., parallèle à l'axe de la parabole , coupant 
la tangente AB en D ; alors les droites CCP et CDl'' couperont 
la tangente AB sous le même angle; de telle sorte que le triangle 
Dec sera isocèle. 

Far le point C soient menées à la courbe deux nouvelles tan- 
gentes CA,GB, lesquelles (S) formeront respectivement des an- 
gles ^gaux arec les droites CP , CP^ ; d'où on conclura que le triaa- 
ACB est isocèle. Donc 

« Si une parabole touche les trois côtés d'un triangle isocèle , 
> la droite menée par le sommet de ce triangle et par le potot de 
» contact de sa base passera constamment par le foyer de la couibe », 

De ce théorème oa conclut, sur-le-champ, le suivant: 

u si une parabole touche les trois côtés d'un triangle équîlalé- 
• rai , [es droites qui joindront les points de contact des côtés dr 
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> iriangle avec les sommets respecùremeut opposés coocourronl tou- 
» tes trois au îojer de la courbe » ; vt, par coosëquent (8), 

« Si une parabole touche Ii>s trois côtés d'ua triangle équîlaié- 
• rai, les droites menées par les sommets et par tes points de coq- 
» tact des côtés respectivement opposés se coupeut toutes trois en 
]> un même poiut, ei le lieu de ce potut est la circouféreace du 

> cercle circonscrit ». 

Soit donc ABC ( fig. 4 ) un triangle équilatéral , et soient me- 
nées par ses sommets et par uo quelconque P des points de la cir- 
conférence du cercle circonscrit, les droites AP>BP,CP rencon- 
trant eti A'fW, C^ les directions des' côtés respectivement oppo- 
sés ; la conique qui touchera les trois côtés du triangle en A', B' » 
C sera donc une parabole dont le point P sera le fo^er ; et Ivs 
droites AV',BB'',CC", menées par les sommets du trUn^le et 
par les milieux A" , B" , C" des cordes de contact B'C , C'A', A'B', 
que l'un sait être parallèles à l'axe , serout ainsi parallèles entre 
elles. 

Supposons préientement que le point P se déplace snr la droite 
CP , et que , pur exemple , il passe en p dans l'intérieur du cer> 
cle ; Us puinu de contact A', B' passeront respectivement en a' , 
h' ; les cordes de contact C'A', C'B' deviendront C'a', Cb' dont 
les miUeui seront en è" et a" \ et les droites A<i", B^" se ren- 
contreront nécessairement dans l'angle A'CB' , ce qui s'aperçoit ai- 
sément si' l'on considère le parallélisme de ÀA" et BB" de AV 
et Wh' et de h"b" et K'a ; ei le point de concours k de ces deux 
droites sera le centre de la conique ; d'où il est aisé de voir que 
cette courbe ne saurait itre alors qu' une- ellipse Si , au contraire , 
on snppose que le point P sort du ceicle , les deux marnes droi- 
tes Ka" , B^" iront concourir dans l'opposé au sommet de l'angle 
A'CP' ; d'où ou conclura qu'alors la courbe ne saaraii être qu'une 
hyperbole. Donc 

■ Si , par un quelconque P des points du plan d'ua triangle équila- 
» técal ABC, et par ses sommets, on mène les droites AP, LP, CP, 
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» rencontrant les directions des cûtt^s respecUTement opposes en A' , 
» B',C', la "conique touchant les côli^s du triangle en ces trois 
» points sera une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant 
» que le point P sera intérieur au cercle circonscrit, extérieur à 
» ce cercle ou sur sa circonférence, et vice versa ». 

Ce théorème est susceptible de généralisation et d'application 
diverses qui ront pcésenteoaent nous occuper. 



Par ane projection parallèle sur un plan quelconque , la figure 
dont les propriétés viennent de nous occuper se modifie comme il 
suit: . 

1." Le triangle équtlatéral ABC devient un triangle d'espèce 
quelconque ; 

3." Le cercle circonscrit devient la plus petite ellipse circonscrite 
au nouveau triangle , c'est-à-dire, celle dont le centre coïncide avec 
ton centre de gravité, point de concours des droites qni joignent 
tes sominets aux milieux des cotés respectivepient opposéi ; 

3." Le» coniques touchant les trois côtés du triangle changent 
de forme, mais conservent leur caractère, c'est-à-dire, qu'elles de- 
meurent ellipses, hyperboles ou paraboles, comme dans la figure 
projetée. 

Réciproquement , tout triangle donné quelconque peut être con- 
sidéré comme une projection parallèle d'un certain triangle éqoi- 
latéral. En conséquence le théorème démontré (lo) pourra être gé- 
néralisé comme il suit : 

« Si , par un quelconque P des points du plan d'un trîai^le 
» quelconque ABC et par ses sommets , on mène des droites AP, 
s BP , CP , rencontrant les directions des côtés respectivement op- 

* pos& en A' , B' , C\ la conique qui touchera les trois côtés du 

* triangle en ces trois points sera une ellipse, une hyperbole ou 
> parabole , suivant que le point P sera intérieur à la plus petite 
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» ellipse circoDscnte au triangle ÀBG , extérieur à celte ellipse ou 
n sur soD périmèlre même, et fi'ce versa ». 



De ce thëorèroe on en déduit un autre eacore plus g^^r al : 

Par une projection centrale ou perspective, sur un plan quel- 
conque , la figure dont U vient d'tïtre question se modifie comme 
il suit : 

I.** Le triangle donne devient un triangle quelconque ABC 
( fig. 5 ) ; la plus petite ellipse circonscrite devient un'e conique 
quelconque 5 circonscrite au nouveau triangle; les tangentes à Tel» 
lipse , par les sommets du triangle , lesquelles sont parallèles aux 
côL^s respectivement opposés, deviennent des tangentes à la coni- 
que S par les sommets du nouvean triangle , lesquelles rencon- 
trent Jes directions des côtés respectivement opposés- de ce triaa~ 
gle en trois points A', B' , C, appartenant à une même droite , 
laquelle forme , avec les côtés du triangle ABC, un quadrilatère com- 
plet dont ces trois tangentes sont les diagonales. 

2.^ Toutes les paraboles touchant les trois côtés du triangle donné 
deviennent des coniques inscrites à ce quadrilatère complet; 

3." Les droites A<ï, B^ , C^: joignant les sommets A, B, G du 
triangle inscrit aux sommets respectivement opposés a, i, r du 
triangle circonscrit , formé par les tangentes aux sommets du pre- 
mier, diagonales du quadrilatère complet, se coupent toutes irois 
en un même point S, pôle de la droite A'B'C, relativement à la 
conique circonscrite au triangle ABC ; enfin les polaires de ce point 
S , relatives aux coniques inscrites au quadrilatère complet , envelop. 
pent cette même conique circonscrite au triangle ABC. Donc 

« !.• Etant donné un quadrilatère complet, ses côtés pris trois 
> à trois forment quatre triangles ; et on peut inscrire à ce qaa- 
» drllatère une infinité de coniques différentes ; a.'' les droites Aa , 
» B^, Cr- menées par les points de contact de l'une de ces coni- 
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» qnes âvec les côUs de l'un A.BC (ie ces quatre triangles , et pat 
n les sommets respectlrement opposas se coupent toutes trois en un 
» m -uiepoitil D; elle lieu de ce piùnl D esi une rerlaine conique 
» circoriicrite à ce triangle ABC, et en nn'me temps iii.>crite a» (rîan- 
» ûlc formé par les trois diagonales du qt)adrilalère complet, de 
» telle sorte qu'elle touche les côit^s de ce dernier triangle aux sora- 
» mets du premier ABC; 3* les droites Ac , BA, Ce qiii joignent 
» les sommets respectivement opposfc de ces denu triangles se coo- 
n petit toutes trois en nn m^me point S, pôle du quatrième cr^të 
D A'B'C du quadrilatère couipk-t ; ei les polaires de ce point, re- 
» ialives aux coniques inscrites au quadrilatère complet , eiivelop- 
» penl la conique circonscrite au triangle ABC ; en outre , les trois 
» points a', |3', >', où se coupent les côtés correspondans des deux 
» triangles AEG, o^ , appartiennent à une mérne droite, ia- 
N quelle passe constamment pnr le poiut S ; 4-° enfin les coniques 
» à la fuis circonscrites aux quatre triangles formés par les côiés 
» du quadrilatère complet , pris trois it trois , et inscrites au trîan- 
s gte formé par ses diagonales , se touchent deux à deux aux six 
» sommets A , B , C , A' , B' , C de ce quadrilatère complet , et el- 
* les sont touchées en ces mêmes points de contact par ses trois 
» diagonales ». 



Et réctproqneirent, 

«Si, à un triangle donné quelconque ABC, on circonscrit une 
» conique quelconque, et qu'ensuite par un point D, pris arbi- 
» traitement sur le périmètre de cette conique et par chacun des 
» sommets du triangle » od mène trois droites AD, El), CD ren- 
»' contrant les côtés respectirement opposés en trois points a,^, 
» y où ces côtés sont touchés par une deuxième conique , cette 
X conique et tontes les autres . déterminées par une semblable cons- 
» traction , seront touchées par une mène droite A'fi'C, déter- 
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9 min^e par les intersections respectives des directions des côl^s du 
» triangle ABC avec les tangentes menëes à la première contqao 
j> par ses sommets respectivement opposés • 

14. 

Supposons que le triangle ABC, le point D et la conîqae ins- 
crite f touchant ses côtés en a , , v restant fixe , la conique pas- 
sant par les quatre points A.B, C, D, varie de toutes les ma- 
nières possibles , la' droite &.'B'C' roulera alors (i3) sur la conique 
invariable , d'oîi re'sulte le théorème suivant : 

> 1." Etant donné un quadrilatère quelconque ÂBCD , on peut 
» lui circonscrire une infînilé de coniques difTérenles, lesquelles 
» seront aussi inscrites à chacun des quatre triangles formas par 
» les côtés du quadrilatère pris trois à trois; s." les tangentes A A', 
p BB', ce, menées k une quelconque de ces coniques par les 
«sommets de l'un quelconque ABC des quatre triangles > ont leurs 
n intersections A',B',G', avec les directions des côtés respeclive- 
» ment opposés de ce même triangle situées sur une même droite; 
* et l'enveloppe de celte droite est une certaine conique passant 
» par les trois points a,^,y d'intersection des (rois systèmes de 
» deux droites joignant deux à deux les quatre sommets du qoa- 
» drilatère ABCD , et touchant , en ces trois points, les côtés du 
» triangle ABC ; 3." les points a' , 0^ , y' dlntersection des côtés 
V correspondans des deux triangles ABC , o^ appartiennent tous 
p trois à une même droite «'0'/ , polaire du quatrième sommet 
» D , relativement à la conique circonscrite au quadrilatère ; en 
» outre, les pôles de cette droite, relativement à toutes les coni- 
» ques qui peuvent être circonscrites à ce même quadrilatère, sont 
» sur le périmètre de la conique enveloppe de la droite A^^C'' ; 
» 4-° enfin , les coniques à la fois inscrites aux quatre triangles formés 
p parles sommets du quadrilatère ABCD , pris trois à trois, et cir- 
» consentes au triangle o^ , se touchent deux à deux aux trois points 
Tom. XIX. ' 8 
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» ot, ^ , Y ; de telle sorte que chacun de ces points est le point de 

* contact de deux dî0'érenles paires de coniques ; et en même temps 

* ces coniques sont toucli^es deux & deux , à leur point de contact , 
« par les six droites qui joignent deux à deux les quatre sommets 
m du quadrilatère donné ABCD ». 

Par la théorie des polaires réciproques on aurait pu déduire 
ce théorème de celui que nous avons précédemment démontré (i a). 

i5. 

Du théorème précédemment démontré f6) on peut, par la con- 
sidération des projections , en déduire un grand nombre d'autres* 
£n remarquant , par exemple , que tes perpendiculaires , abaissées 
d'un point quelconque de la circonférence du cercle circonscrit aa 
triangle ABC ( %. s ) sur tes directions des côtés de ce triangle, sont 
respectivement parallèles aux trois hauteurs AA", BB" , CC", ainsi 
qu'aux trois perpendiculaires PA', PB', PC, abaissées du cenlie 
" de ce cercle sur ces mêmes côtés , on en conclura que 

« 1. -Une conique quelconque étant circonscrite & un triangle 
» donné ABC , et étant menée par son centre P et par les œi- 
« lieux A', B', C' des côtés du triangle , les droites PA', PB' , 
» PC'-, les droites AA", BB", CC" menées par les sommets du 
« même triangle, parallèlement & celles-là , se couperont toutes trois 
» en un même point P' ; les six points A', B', C, A"; B", C" 
» appartiendront & une seconde^onique semblable à la première 
■ et, semblablement située ( homothilique ) ; le point P'. les deux 
» centres P, O et le centre de gravité G du triangle donné ap- 
»> partiendront à une même droite , et seront situés harmoniquement, 
l de telle sorte qu'on aura OG : GP : OP'; PP': : i : 3 : 3:6; eu 
» outre (8) , si de l'un quelconque D des points de la conique 
» circonscrite au triîngle ABC on abaisse, sur les directions de 
» ses côtés , des obliques respeclivemenl parallèles aux droites PA'» 
» PB', PC, leurs pieds seront situés sur une même droite », 
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El réciproqnement , 

o II. Si , par l'un quelconque P' "Ses points du plan d'un trian- 
» gle donné ABC et par ses sommets , on mène les droites AP' , 
» BP' , CP', il y aura one infinité de points D tels qu'en me~_ 
» nant.de l'un de ces points sur les côtés du triangle, des obli- 
» ques respective me m parallèfes à ces droites , leurs pieds appar- 
M tiendront tons trois à une même droite; et tous ces points D 
» seront situés sur une méuie conique circonscrite au triangle donné; 
» lé centre P de celte conique sera le point de concours des droi- 
» tes conduites par les milieux A', B', C des côtés du triangle, 
A parallèlement aux droiies AP' , BP' , CP' ; etc. 

Comme le point P' de concours des trois hauteurs du triangle 
ABC peut être situé ou dans l'iiitérîenr de ce triangle , ou dans 
l'une des trois régions «,^^7, il s'ensuit que 

u III. Les deux coniques semblables et semblablement situées 
» dont les centres sont P et O sont 1." des ellipses, si le poiat 
» F' est situé dans l'intérieur du triangle ABC , ou dans l'une des 
B trois régions a, j3 , 7 ; 3." des hyperboles , si ce point P^ est sr- 
» tué dans l'une des trois régions oc',^',/; 3.* des paraboles, si 
I» ce point est tnflniment distant du triangle ABC. Eh outre les 
< points P et i*' sont des points boaiologues des deux triangles 
* ABC et A'B'C ». 

Dans le cas de la parabole où le point P' est à l'infini , les 
droites AV, BB" , CC sont parallèles, d'où il suit que 

« IV. Si , par les sommets d'un triangle donné ABC, on. 
» mène, dans mie direction arbitraire, trois parallèles AA", BB" , 
» CC" rencontrant les directions des côtés opposés en A" , B" , C-^, 
» ces noints ei'Ies milieux A', B', C des mêmes côtés apparlien- 
» dront tous six à une même parabole ». Et réciproquement «si, 
» par les milieux A^, B', O des côlé& d'uu triangle donné ABC^ 
» on fait passer une parabole quelconque , coupant de nouveau 
» ces mêmes côtés en A'' ,- B'' , C , les droites AA", BB", CO' 
> seront Qécessairemenl parallèles ». 
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i6. 

A l'aide de la projection centrale , des pr^c^dens tliéorèmes (i5), 
on déduira les saivans : 

■ I. Une conique quelconque étant circonscrite à un triangle donné 
» ABC ( fig. 6 ) , et étant menées par un point G quelconque et 
» par les sommets du triangle des droites AG,BG, CG, coupant 
» les directions des côle's opposés en A', B', C, et étant menées 
» de plus les droites B'C'a , C'A'0 , A'B-'y , coupant les' directions 
» des côtés correspondans du triangle donné en «, ^ , y , situés sur 
M une même droite apy ; enfin P étant le pôle de celte droite , et 
» étant menées les droites PAV, PB'^', PC'y' coupant respective- 
» ment la droite a^y en a', 0', y'; les droites AA"a' , BB"|y 
» CC'Y, coupant les côtés du triangle donné en A", B", C" , 
i> concourront toutes trois en un même point P'j les si:[ points A'., 
» W , C t S." t^' t ^" appartiendront à une seconde conique; la 
» droite ajBy sera une sécante commune à celte seconde conique 
» et à la première; les pôles P , O de celte droite > par rapport 
» aux deux coniques , et les deux points G et P' appartiendront à 

> une même droite PGOP' sur laquelle ils seront harmonique^ 
» ment situés ; en outre , si , par l'un quelconque D des points du 
B périmètre de la conique circonscrite au triangle donné et par 
» chacun des points a' ,^, y', on mène des droites, leurs points 
n d'intersection arec les côtés correspondans du triangle -donné ap- 
» pariiendront tons trois à une même droite », 

£t réciproquement , 

* II. Par un quelconque G des points du plan d'un triangle 
» donné ABC et par chacun de ses sommets , soient menées les 
» droites AGA' , BGB' , CGC coupant respectivement en A'.B', 

> C. les directions des côtés opposa ; et soient ensuite menées les 
» droites B'C'a, C'A^^ , A'B^y , coupant les directions de ces mAmies 
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» côl^s en a, ^, y , points qui appartiendront tous trois à une 

» même droite a|3v ; si, par un q^tre point quelconque P, on mène 

» les droite PA-"»' , PB'^' , PC'y' , lesquelles coupent la droite «^ 

v ea a' y^ ff' , les droites Aa' , B0' , C/ concourront en un même 

M point P'. Or, si des points a',^'yy' on abaisse des obliques sur 

» les directions des côtés opposés du triangle donné, de manière 

» qu'elles se coupent en up même point D , et que leurs pieds ap- 

» parliennent à une même droite, le lieu de ce point D sera une 

» certaine conique circonscrite au triangle donné; le point P sera 

» le pôle de la droite o^v relativement à cette conique, etc. ». 
Ou, en d'autres termes: « Si, par un quelconque P' des points 

D du plan d'un triangle donné ABC et par ses sommets, on mène 

» des droites AP', BP' , CP', et qu'ensuite on mène arbitrairement 

w une droite ct'^'y' coupant respectivement celles-U en a',^^, y', il 

» y aura alors une infinité de points D tels que les droites Do', 

» V^' t IV coupent les côtés correspondans du triangle donné en 

N trois points appartenant à une même droite; et le lieu de ces 

» points D sera une une certaine conique circonscrite au utangle 

ji donné , etc. s 

« III. Les deoK points P, P' -(i) sont de< points h<)iiioI(^espar 

« rapport aux triangles ABC, A^B'C ; quand l'nn d'eux tombe sûr 

> la droite ot^y, l'autre coïncide avec lui , et alors la cdnique qui 

«I passe par les six points A', B' , C, A'' , B" , C'^toUcHe cette droife 

» oj3y en ce point P ou P' ». Et réciproquemeut ; « si une codî- 

» que passe par trois points donnés A' , B*. , C et touche une droite 

» donnée ojV) en un certain .point Q, elle coupera les directions 

» des côtés du triangle ABC , déterminé par les droites A'a, B'^, 

» C'y , en trois points A" , R" ,C" lesqilels setoiït situés iiur les droi- 

» tes AQ,BQ, CQ , et vice versa, etc. ». 

C'est là une propriété coifimune & toutes les coniques qni passent 
par les trois mentes points donnés A'', B^, C bi touchent la même 
droite- donnée o^. 
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»?• 

Les prA:^dens ihtîorèoncs ont leurs polaires réciproques ; tel est, 
par exfDiple, le suivant: 

• Soit mt-n^L' une droite qnelconque , coupant ?es côic's d'un 
» triangle doont? ABC en ot.^.y; et , par un qnetconqne D des 
» pointa du plan de ce triauglp, soieni meneVs les droites Du, I)^, 
» Dy, alors on peut abaisser , des sommets du triangle donne', sur 
* les droites respectivement opposées, des obliques Aa', BjS', Cy', 
> telles qu'elles se coupent en un m^me point E , fi que leurs 
' » pieds a' ,^,y', appar'ieniienl à une même droite; cette droite 
» enveloppera une ceriaine conique inscrite au trianj-le donné; etc. » 
Etc. , etc. 

i8 

Soit circonscrite une conique quelconque & un .triangle donné 
ABC ' fig. 7 ), Par les sommets de ce triangle , et par un quelconque 
F' des points de soû plan , soient menées les droites AP"A"at , 
BP'B"^ , CP'C'y , coupant respectivement les directions des côtés 
opposés du triaogle en A" , B" , C'' , et la courbe en «, 0, y. Si, 
par un quelconque D des points du périmèlrc de cette conique, 
on mène les droites Da , D0, Dy , coupant les côtés opposés du 
triangle donné eo a' , 0' , y' , ces trois points seront toujours silue's 
s^r .une même droite ot'^V, passant par le point P' ; car , â cause 
de l'hexagone inscrit D^BCAotD , par exemple (Pascal), les trois 
points af f^ ,V' appartiendront & une même droite. 

Lorsque le point D se meut sur le périmètre de la courbe , la 
droite (X<j3y tourne suc son point P', et fice versa. 



Supposons que la coniqae soit un cerclé , et que les droite Aa; 
ï^ , Cy soieut respectiremeat perpeadicalaires aux côt<^ du triaa- 
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gle donaé , alors le point D sera le foyer d'une parabole iascrite 
k ce triangle, et l'on cura (6) 

P'A"=A"« , V^'~W'^ , V'C"=^C"i . 

- Soit tncnëe la droite DE , parallèle & ïP' ; elle sera perpendi- 
culaire à la tangente AB \ et , en supposant qu'elle coupe a'^y' en 
£ et AB en F, on aura DF=!FE , car ïC"=C"P' ; d'où il suit 
que le point E est situé sur la directrice ^e ta parabole, et que 
par conséquent la droite a'^V est elte-mémé cette directrice ; don« 

« Les directrices de toutes les paraboles inscrites à on même 
» triangle donné ABC se coupent toutes en un même point P' 
» interfiection des trois hauteurs de ce triangle ; et 

* Les intersections des trois hauteurs de tous l«s triangles cïrcons- 
» crits à une même parabole sont toutes situées snr la directrice 
> de cette courbe {*■) », 

En remarquant que quatre droites, données sur un plan peuvent 
être loucbées par une même parabole , on conclura de là la dé- 
moustratioa du 4.* théorème de la pag. 3o3 du précédant, volutue , 
uvoir : 

« Dans l«s quatre triangles que forment trois à trois quatre droî- 
» tes tracées sur un même plan , les points de concours des trois 
• hauteurs appartieuneot tous quatre à une même droite i^*) ». 



En observant que les pieds F..^ des perpendiculaire» abaissées 
du foyer O sur les directions des côtés du iriaugle ABC appar-. 



(*) CeU le tli^orème ag , proposé il démontrer à la pag. igt du 11.*"* vo- 
lume du Journal de M. CrelU. ' 

(**} C'est le Ihéorioie 8 de l'endroit citA dn Jonmal de fH. Crella. 
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tieijnent k une même droite parallèle à la directrice a/^'i\ celte - 
circonstance fournit un moyen trùs-simple de résoudre, par pto- 
jeciion, le problème suivant : 

«-Une conique quelconque ^tant circonscrite à un triangle donné 
» ABC ; si de l'uu quelconque T) des points du piTioièlre de la 
» courbe on abaisse , sur les côt^s du triangle , des obliques respec- 
» livement parallèles aux diatuètres qui passent par les milieux de 

n ces côl^s , leurs pieds F appartiendront à une même droite. 

» Cela pos^, quelle doit être la situation du point D sur la courbe , 
• pour que cette droite soit parallèle à une droite donnt<e » ? 

Si, en effet, on mène les droites Aa, B^, Cv respectivement 
parallèles aux diamètres dont il s'agit , et qu'ensuite , par le point 
de concours P' de ces trois droites , on mène la, droite a'j3y . pa- 
rallèle à la droite donnée, les droites «a', ^, yy' se couperont au 
point chiircbë D. - 



De ce qui précède il suit encore, comme cas particulier, que 

« Lesc&niresde tons les triangles équilatéraut circonscrits i une 

p même parabole sont situés sur ia directrice de cette parabole > , et 

« Le« directrices de toutes les paraboles inscrites à un même 

» triangle équilatéral donné passent toutes par le centre de ce 

» triangle ». 

De Ik on conclura (5 et 1 1 ) , par la projection parallèle , que 

« Un triangle quelconque ABC étant circonscrit à une parabole 

9 donnée , et Q étant le point de concours des droites qui joignent 

* ses sommets aux points de contact des côtés respectivement op- 

» posés i si l'on imagine tous les triangle^ pour lesquels ce point 

» Q est le même, les centres de gravité de tous ces triangles ap- 

» pariiendront à une même droite, polaire du point Q } les plus 

» petites ellipses circonscrites à ces mêmes triangles seront sembla- 

« blés et semblablement situées, et se couperont toutes en ce même 

» point Q ». 
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Et rf'cîproqueaient , 

« A clidqu? paraliote inscrite à un tnéoie triangle donn^ ABC 
» correspnml un pmiit Q de concours des droites menées des som- 
» mets aux puiots de contact 4e$ côtés oppose^ ; et les polaires 
» de tous tes points Q . relatives aux paraboles correspondantes 
» se coupent toutes ea un même point G, centre de gravil^ de 
» ce triaugle ». 



Si, par les points k.", B", C" , milieux respectifs des droites 
Va, P'^ , P'v ( fig. 7 ) , oo mèae des droites re^ectlvemeat pa- 
rallèles à Doc , Dj3 , Dv , elles- passeront par les milieux respectifs ■ 
des droites ' PV , P'^' , Vy' ^ et concourront en ao même poiut ly 
sitatf.sur Ja conique qui passerait par les six points A', B' , C , A", 
B", C" (6) ; de sorte que les trois points O , IV , P' .seront ea ligne 
droite. De là résulte ce théorème dû à M. Lamé. 

« Quatre points A , B , G , P' donni^s sur au même plan dé- 

• terminent trois systèmes de deux droites AP' et BP' , BF et 
s AC , CP' et AB, qui se coupent respectiremeot en A", B", 
» C". Si Von coupe ces systèmes par une droite quelconque a'^VP'', 
» conduite par P* , et si , par les points A" , B" , C" , et par les mU 

I» lieux dfs segmens de cette droite , on mènie des droites A"-D', " 
» B^tK, C'D'.ces droites concourront en un même point D', et ' 
» le lieu de ce point sera une conique passant par les points A", 
» B" , C" , et par les milieux des droites BC » CA , AB , AP' , BP', 

• CP' , etc. », 

aî. 

Rcveiwas 4e- Donreeii ad cas nii la conique drccniscrîte an trîaii' 
gle doimé ABC est un cetcl*. Dans ce c»s.« le point D est le Soy/ti : 
et la droite a'^'y'V la directrice d'une parabole inscrite -an trian- 
gle; et conséquemoMot iapcdaixe da poini P^, relative à la pata- 
Tom. XIX. 3 
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bole, passe par le point D,ei est perpendiculaire à la droite P'D; 
cette polaire caf'eloppera donc une ceriaiite conique doat P' sera 
le foyer , et dont j'axe principal coïncidera (5) avec le diamètre PP' 
da cercle circonscrit au triangle. Donc 

« Les polaires du point de concours P', des trois hauteurs d'un 
* triangle donne ABC , relalires à toutes les paraboles inscrites à 
■> ce triangle , enveloppent une certaine couique dont le point P' 
» est le foyer, dont l'axe principal passe par le centre du cercle cir- 
» conscrit au triangle donné, et qui est inscrite au triangle formé 
» par les parallèles menées aux càtés du triangle donné par les 
» sommets de ce triangle ». 

Ou plus généralement , par les profections, 

« r^s polaires de l'un quelconque P' des points du plan d'un 
« triangle donné ABC , relatives & tontes les paraboles inscrites & 
s ce triangle, enreloppent une conique inscrite au triangle formé 
» par des parallèles aux trots côtés du triangle donné, conduites 
» par les sommets de ce triangle ». 

M. 

Il résulte encore 4e là, par la projection centrale (13), 
< I.es polaires, de l'un quelconque des points du plan d'un quB- 
9 drilatère complet, .relatives à toutes les coniques inscrites à c« 
» quadrilatère , enveloppent une nouvelle conique touchant les 
p trois diagonales du même quadrilatère ». 

a5. 

Lorsque le point P' passe à l'infini , ses polaires deviennent des 
diamètres dont les conjugués , concourant en ce Point P' , sont 
alors parallèles, et, comme les premiers sont tangens à une cer- 
taine conique (24) -y ih seront parallèles deux i deux ; d'où l'on 
cuncltit qne 

% Ëptre les coniques iuscrites & an même quadrilatère donoéi 
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• 6a n'en saoraït trouver trois ayant un système de diamètres cojp- 
» jagu^s parallèles ; mais , si l'on (race arbitrai temeat , pour l'iiDC 
» de ces coniques , ua système de diamètres conjuguas , il existera 
« une autre conique inscrite ^ont deti:( diamètres conjugués seront 
» parallèles à ceux-là ». Donc 

« Si l'oa propose d'inscrire k ud quadrilatère une conique dont 
» deux diamètres conjugues soient parallèles à deux droites don- 
« D^es, Je problème n'aura que deux soluiia>ns au plus ». 

26. 

On sait que les centres de toutes les coniques C , C, C", .. ins- 
crites à un méme> quadrilatère complet donné , sont situés sur la 
droite D qui joint les inili^az de ses trois diagonales. Les conju- 
gués A, A', A''', de ce diamètre commun D touchent une 

certaine conique S (26) , d'oii il suit ^'en général , entre les dia- 

niéires A, A',A" , il doit y en avoir deux parallèles à une 

droite arbitraire L. Et réciproquement , entre les conjugués des dia- 
mètres parallèles à une droite donnée L, il s'en trouve générale- 
ntent deux qui coïncident avec la droite D ; d'où l'on conclut que 
cette droite louche la conique S. Donc 

« Dans les coniques inscrites à nn même quadrilatère donné i les 
» conjugués des diamètres parallèles à une même droite enrelop- 
m pent une même conique , et toutes les coniques 'enpetoppées qui 
m résultent des diverses directions de cette droite ; sont inscrites au 
■ tjuadrUat^re complet formé par le lieu des centres des coniques de 

• la première série et par les trois diagonales du tjuâdrilatire corn- 

• plet donné ». 

■ 37. • 

Les diamètres parallèles se coupent en -un- même pbiiit \ l'in- 
fini , et lorsqu'on rarie leur direction commune , tous les points 
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de concours appartiennent à une m^me' droite également à l'in- 
finï. Les pôles de celle drolie, par rai>port aux mêmes coiiiqnes » 
en sont les' centres sîtuts sur la. droite qui joint les milieux des 
trois diagonales du quadrilatère com|>let donné. De là , par les pro- 
jections centrales , on conclura les théorèmes suivans : 

« 1.^ Les pôles d'une droite quelconque, relatifs à toutes les 

* coniques inscrites i un rot^me quadrilatère complet dono^ , sont 
» situés sur une même droite; x* les polaires de l'un quelcon- 
» que des points de cette droite enveloppent une cerlaîne'conique, 
■ et ioutes les continues enveloppées qu'on ohlieiit , en variant la 
» situation de ce point sur celte droite , sont inscrites au qua- 

* drilatère dont les côtés seront cette même droite et les trois dla- 

* gonales dm quadrilatère complet donné ; .3.* si la polaire tourne 

* sur l'un des points de sa directioa , la droite des pôles enve- 

* loppera uae aourelle cooique, etc. « 



Ces dirers théorèmes ont leurs polaires réciproques ; tel est, par 
exemple , le suivant : 

« I.* Lesi polaires d'un point quelconque , relatives à toutes les 
» coniqups circonscrites à vn même quadrilatère donné , conçpurent 
» tontes en un même point; 2.* les pôles d'une droite quetcon- 
» que passant par ce point sont situés sur une certaine conique , 
■ et toutes ffs coniques, de- cei te sorte que ton obtient, en variani 
> la- direction de. lu droite coaditiie par ce point. ^ sont circonscrites 
» au quadrilatère dont les sommets sont ce même point , et les trois 
» points oà concourent les systèmes de droites qui joignent deux 
» à deux les quatre sommets. du quadrilatère donné; 3." -si le pôle 
* déctit une droite , le point de concours des polaires décrira unt 
a mwrefle.eoniqtte, fltc.v . 
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GÉOMÉTRIE DE SITUATION. 

Démonstration de quelques propriétés du trian- 
gle , de V angle trièdre et du tétraèdre , cow 
sidérés par rapport aux lignes et surfaces 
du second ordre ; 

Par M. Chasles , ancien élève de l'Ecole polytechnique, 

XJtA théorèmes sur les lîexagonos inscrit et circonscrit aux lîgnn 
du second ordre , on déduit immifdiatemeat comate corollaires les 
deux propositions suivantes : 

I. Deux irianghs étant inscrits et circonscrits i vne ligne du 
second ordre , de tette sorte gve les sommets de l'inscrit soient 
les points de contact des côtés . du circonscrit , 

Les points de concours des di- Les droite.s ^ui /oignent les 
rections des côtés respectivement sommets respectivement opposés 
opposés des deux triangles ap- des deux triangles concourent 
partiennent tous trots aune mime toutes trois en un même point, 
droite. 

Cette droite et ce point sont polaire et pèle , tan de t autre , 
par rapport à la courbe dont- il s'agit. 

De cette double proposition résulte immëdiatemeni la SDirante; 

3. Deux angles trièdres de même sommet étant inscrits et cir~ 
conscrits à une surface conique du second ordre , de telle ssrte 
Tom. XIX , n." III j i.*' septembre i8a8. i» 
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^ae les arêtes de l'inscrit soient les lignes de contact des faces 
du circonscrit , 

Les intersections des plans des Les plans déterminés par les 
faces respectivement opposées des arêtes respectivement opposéei des 
deux tétraèdres sont situées tou- deux tétraèdres se coupent tous 
tes trois dans un même plan. trois suivant une même droite. 

Ce plan et cette droite sont polaire et pôle , tan de t autre , par- 
rapport à la surface conique dont il s'agit. 

Soit inscrite à la surface conique une autre surface quelconque 

du second ordre, cette nouTelle surface se irouvera aussi inscrite 

à l'angle trièdre circonscrit à la première , et ses points de con- 

. tact avec les faces de cet angle trièdre se trouveront sur les arêtes 

de l'inscrit. De là résulte cet autre ihtforème : 

3. Un triangle et un angle trièdre étant inscrits et circonscrits 
à une même surface quelconque du second ordre , de telle sorte 
que les sommets du triangle soient les points de contact des fa- 
ces du tétraèdre t 

Les points aà les directions Les plans déterminés par les 
des côtés du triangle sont cou- sommets du triangle et par les 
péespar les plans des faces res- arêtes respectivement opposéet de 
pectivement opposées- de tangle tangle trièdre se coupent tous 
trièdre appartiennent tous trois trois suivant une même droite. 
à une même droite. 

Ces deux droites sent polaires conjuguées Tune de Tautre , par 
rapport à la surface du second ordre dont il s'agit. 

Il est clair que, réciproquement, quand trois points seront pris 
respectivement sur les_ faces d'un angle trièdre , de telle sorte que l'une 
des deux parties du théorème ait lieu, l'autre aura lieu égalemeut, 
et alors une infinité de surfaces du second ordre pourront toucher 
lès faces de l'angle trièdre en ces trois points; toutes ces surfa- 
ces se couperont suivant une mime ligne du second ordre , circons- 
crite au triangle qui a ses sommets en ces trois points, et inscrite 
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l' celui suiranl lequel l'aDgte trièdre «&t coupé par le plan de ce- 
lui-là. 

4. THÉORÈME. Deux tètralâres étant fun inscrit et t autre 
circonscrit à une même surface quelconque du second ordre , de 
telle sorte gus les sommets de Finscrit soient les points de eon-* 
tact du circonscrit. 

Les droites qui joignent les Les droites suivant lesquelles 
tjmmets respectivement opposés se coupent les plans des faces 
dans les deux tétraèdres sont t}ua- respectivement opposées dans les 
tre génératrices d'an même mode deux tétraèdres sont quatre gé~ 
de génération d'une même sur- nèratrices d'un même mode de 
face du second ordre, génération d'une même surface 

du second ordre. 

Et les quatre droites t suivant Et les quatre droites que dé- 
lesquelles se coupent trois à trois terminent trois à trois les douze 
les douze plans conduits par les points suivant lesquels les arêtes 
arétef du circonscrit et par les de Vinscrit sont coupées par les 
sommets de l'inscrit non situés plans des faces du circonscrit 
dans les faces du circonscrit qui qui ne contiennent pas les extré— 
déterminent ces arêtes , sont qua- mités de ces arêtes , sont quatre 
tre génératrices du deuxièmemode génératrices du deuxième medh 
de génération de cette même sur- de génération de celte même sur^ 
face du second ordre (*}, face du second ordre (*). 



(«) VoiU ts cOfnpUnent que nous afions délire & la pag. 35 ila présent 
volume pour cet él^gabt ihëorime. Ce compUment peut aussi se dë«luire 
uiec simplement de l'analyse de M. Bobillier. 

On a tu , en effet , à la page 3a8 du précédent volatne , que les Faces d'un 
Utraèdre étant données par les équation* Itoéairesen m ,y , k, A^o , B^ , 
C^m , D:=^> , ane surface quelconque du wcMid ordre , circonscrite li ce téi 
Iraèdre, était donnée par l'équation 



aBC-HCA+cAB+<AI>+j8QI)4^CD=s 
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Et , non seulement ces deux surfaces sont polaires réciproques 
tune de Foutre , par rapport à la sur/ace du second ordre dont 
il s'agit, mais leurs huit génératrices sont, chacune à chacune^ 
polaires conjuguées ou réciproques , par rapport à cette même sur* 
face. 



•t qu'alors les équations des faces du télraidre circonscrit dont let pointf 
de coalact élaieot les soiumets de l'iascrit étaient 

JC+cB+«D=o , 

c&4-aG4-jlD=o > 

«B+fiA-f yP=o , 

»A+;>B-|-}'C=o t 

On a Td , de plus, que les plans des faces respectivement opposées de* 
deux tétraèdres se coupaient luÎTent quatre droites appartenant à nue même 
surface du second ordre donnée par l'équation 

•iS}'D>+«Ci>i4-ye)A D+(«A+^£+j'CX(cA-fraB4-«^C;=^ , 

et que les droites joignant les sommet* respect! ventent opposés appartenaient 
tontes quatr« à une autre surface du second ordre ayant pour équation 

+<yc— «a)(yr+«— M)(iCA+^BD) ! _(j j 
H(«a— i3i)(«+^è— yc)CeAB+).CD) ) 

or «la première de ces dens. équations est également satisfaite par cliacuH 
des quatre sjrstêmes d'équations 



DigitizedbyCjOOQlC 



DIVERS. Cg 

Dimonstraiion. Chacune des deux parues du ihi^orème psi facile 
i démontrer directement; mais, attendu qu'elles se déduïstnl l'une 
ide l'aulre par la théorie des polaires réciproques , nous nous bor- 
nerons à donner la démonstration de la première ; di^monstration 
fusceptible d'ailleurs d'une traduction pareille k celle de l'cnoncë. 



A , B , c 


D=o, 


" 1 <= J-° 


A=o, 


c : A . D 


«fco, 


A . B , D 


C=o, 



Sqnatioits que l'dn recosnaltra faciUnent pour être celles des qaalrc f/- 
nérMrîcea 3u deuxitme mode de gënération de la leconde pnrtie dn tliéorime. 
On s'àssnrera de mâme que l'autre équation du second dtgré est gatiifaite 
par chacun des quatre s^'iténies d'équations * 

(ilf— yc)A+«C8B— yC)=o , (vÉ— «fl)B+JfyC— .A)=o , («r— MjC+<:(.A— ^B)=o , 

(K— '«>)A+.â<)'D— aB)=o , (m—^JB+j-C-D— *C)=o , {jSi— yc)C+«C/SD— eA)=o , 

^«fl— ;i)A+yC«C— )aDj=o , (M— ve)B+«{JA— >-D>=« , <y<— -ojC+^CcB— D}s=o» 

(«— *c)D+flCfC— eB) , 

()^— •o>D+6(£A— oCj , 

f*i— j!AjD+cC<»B— iA) I ■ 

lesquelles «>at celles des douze plans qui se coupent trois b trois snîrant 
le» quatre géuératrices du d'eusiùme mode de génération de la première parti» 
du théorème. 
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Les droites qui vont de trois sommets du lélraèdre circonscrit 
à Iturs opposés respeclifi dans l'inscrit sont dans trois plans qui 
se cotipent (3) suivant une même droite y passant par le quatrième 
sommet; la droite qui va' de ce sommet à son opposé dans l'ins- 
crit rencontre aussi celte droite; douoJes quatre droites qui juigneul 
les soaimois respectivement oppost^s dans les deux tétraèdres s'ap- 
piiyent sur quatre autres droites partant de ces marnes sonimt-ls ; 
ce qui prouve qu'elles appartiennent à une surface du second or- 
dre , donc ces quatre autres droites sont des génératrices du deuxième 
mode de génération. 

Les quatre droites qui joignent Les quatre droites suivant !cs- 
Ics sommets respectivement oppo- quelles se coupent les plans des fa- 
sés, danslesdeux tétraèdres, étant ccsopposées, dans les deux létraè- 
des génératrices d'un même mode dres, étant des génératrices d'un 
de génération d'une surface du même mode de génération d'une 
second ordre, ou en peut dé- surface du second ordre, on on 
duire les conséquences suivantes : peut déduire les conséquences sui- 
vantes: 

5. Si Jeux de ces çaatre drot- 5, Si deux de ces quatre drot* 
tes concourent en un même point t tes sont situées dans an même 
les deux autres devront concou- plan, les deux autres devront ausû 
rire» un autre peint ; et, si trois être situées dans un autre plan ; 
d entre elles coniourentenun même et , si trois d'entre elles sont dans 
point , la quatrième devra aussi un même plan , la quatrième dé- 
passer par ce peint. ^ra aussi être dans ce plan. 

Ces dispositions sont en effet les seules qui puissent permettre 
alors démener, par cliacun des points de l'une quelconque des qua- 
tre droites , une droite qui s'appuye à la fois sur les trois autres. 
Dans ces circonstances particulières , la surface du second ordre » 
lieu de ces quatre droites, se trouve *remp]acée par deux plans ou 
par un plan unique. On doit aussi remarquer que , qàand lesquth* 
Ire dernières droites sont dans un même plan , tes quatre premiè- 
res concourent eq un même point , pôle de ce plan. 
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Les thiorèares cUdessus (4) oot leurs réciproqnes qni peavent 
être énoncés comme it, suit : 

6. Si ^voT les sommets d'unie- 6, Si ^ dans les plans des facet 
tmhdre , on mène çuaire droites d'un tétraèdre , on trace quatre 
^ui soient des génératrices dùn droites qui soient des générotri>- 
même mode de génération d'une fes dun même mode de généra- 
surface dusecond ordre , ces droi- tioa dune sur/ace du second or- 
'tes perceront les plans des faces dre , ces droites , avec les som- 
respectivement opposées en qua- mets respectivement opposés , dé- 
tre points par lesifuels on pmtrra termineront quatre ^plans que 
faire passer une surface du se- pourra- toucher une surface du 
cond ordre inscrite au tétraèdre second ardre circonscrite au téi- 
dont il s'agit, ira^dre dont il sagil. 

Ces deux th^rèmes pouvant £tre déduiu l'un de l'autre parla 
théorie des polaires réciproques , il nous suffira de dcmontrer le 
premier. 

Soient A , B, C , D les qnaLrê sommets du tétraèdre ; puisque les 
miroites menées par les trois premiers A, B, C, appartiennent à une 
sarCace du second ordre dont une génératrice du même mode de 
génération passe par le quatrième lommft D, on pourra, par ce 
dernier sommet , mener une génératrice du deuxième mode de gé- 
»ération , laquelle s'oppuyera sur les trois droites conduites par les 
sommets A, B,C; donc, par les points oi\ ces trois droites per- 
ceront les plans des faces opposées , on pourra (3) faire passer une 
inanité de surfaces du second ordre louchant ces plans en ces trois 
points; l'une de ces surfaces pourra donc être choisie de manière 
à tonclier aussi la quatrième face du tétraèdre ; et la droite qui 
joindra le point de contact au sommet D , qui lui est opposé, ap- 
parlienjjra (4) à la surface du second ordre de'terminée par les trois 
premiètes droites; ce sera donc précisément la quatrième droite; 
le théorème est donc démontré. 

Les propriétés des angles Irièdres et des tétraèdres inscrits et 
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circonscrits aux surfaces du second ordre, que nous rt-nons , comme 
on le voit , de déduire d'une manière fort simple des propriétés 
analogues et bien connues des triangles inscrits et circonscrits aux 
coniques, ue sont que des cas très particuliers de théorèmes gêné' 
raux , relatifs & l'angle (rièdre et au tétraèdre , placés d'une manière 
quelconque, par rapport ù uufr surface du second ordre. . 

7. THÉORÈME. Si , par rapport à une même surface Jixe 
quekontjue du second ordre , on prend 

Les pôles des trois faces d'un Les polaires des trois arêtes 
angle trièdre , les plans conduits d'un angle trièdre , les polaires 
par ses arêtes et par les pôles relatives à chacune des arêtes 
des faces respectivement opposées perceront les plans des faces reS' 
se couperont tous trois suivant une pecti%emcnt opposées, en trois 
même droite. points qui appartiendront à une 

même droite. 

Les deux droites seront polaires fune de l'autre ^ par rapport 
à la surface du second ordre dont il s'agit. 

Démonstration. Chacune des deux parties de ce théorème résul- 
tant de l'antre , par la théorie des polaires réciproques , il jious 
suQira de démontrer la première. 

Pour y parvenir, prenons les trois arêtes de l'angle trièdre dont 
il s agit pour les axes des- coordonnées , et supposons qu'alors l'é- 
quation de la surface du second ordre soit 

A%*-\-Bf\Cz^-iç-iDyz+!iEzx-\-:iFsy\-zGx-^2Hy-\-iKz-\-L=.o<; 

les plans conduits par les arêtes et par les pôles des faces respecti- 
vement opposées auront respectivement pour équations 

{EH— <Z>G+FJi:)rf+BKG+I.CFD-BE)};^— {FK— CElf+DG)K+CGH+LcDE-CFj}r=ï^ ^ 
{FJCw (EH+DG)A:+CG/f+/XDE-CF)}«— [DG'— C^K+EHjG+^HK+Lc£F-^Z>>}ïc=o.» 
{DG'— tFK+EH)G4.4HK+L(EF-^D)]j:— (£H'— (DG+FK)H+BKG+LCFZ)— Bft}j=o» 
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or, il est manifeste que chacune decestroU Citations est comportt'e 
par les deux autres ; donc les plans qu'elles expriment se coupent 
tous trois suivant une même droite dont la double équation est 

=:^[EII'—iFK+DG)H-\-BICG+L(FD—BE))x 
=[FK^—{DG+EH)K-\-CGl}+L(DE—CF)}z ; 

ce qui démontre le théorème. 

Si le sommet de l'angle trîèdre est au centre de la surface di- 
rectrice , le théorème devient celui-ci : 

8. Si un angle trièdre a son sommet au centre d'âne surface 
au second ordre ^ 

Les p fans conduits par ses are- Les plans diamétraux conju- 
tes et par les diamètres confvgués gués aux trois arêtes coupent les 
aux pians des faces respective- plant des faces respectivement op- ■ 
ment opposées se coupent tous posées' suivant trois droites qui 
trois suivant une même droite. sont situées dans un même plan. 

Ce plan est le diamétral conjugué de la droite dont il s'agit. 

Si la surface du second ordre est une sphère , on a alors ce 
théorème : 

Les plans conduits par les arê~ Les plans conduits par le som- 
tes ^un angle trièdre , 'j>erpen- met dun angle trièdre , perpen- 
diculairement à ceux des faces diculairement à ses arêtes , cou- 
respect ieement opposées , se cou- pent les plant des faces rtspec- 
pent tous trois suivant une même tivement opposées suivant trois 
droite. droites situées dans un mime 

plan. 

Le plan et la droite dont il s'agit sont perpendiculaires Tun à, 
Vautre. 
■ £a d'autres termes: 

Tom. XIX II 
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■ Deux angles in'èdres SUPPLÉMENTAIRES tun de Vautre ayant 

même sommet , 

Les plans tjui contietinent leurs Les droites suivant lesquelles 
arêtes correspondantes se cou- se coupent les plans des faces cor- 
pent tous trois suivant une mêtne respondanles sont toutes trois 
droite. dans un même plan. 

Et ce plan et cette droite sont perpendiculaires Vun à Vautre, 

Supposons que , dans le ihvorème (7) , la surface du second or- 
dre soit une surface conique , de même sommet que l'angle Iriè- 
dre, et soit men^ un plan transversal quelconque; ce plan coupera 
la surface conique suivant une ligoe du second ordre et l'angle 
trièdre suivant un triangle ; il coupera en outre les droites conju- 
guées aux trois faces de l'angle irîMre en trois points qui seront, 
par rapport à la courbe , les pôles des trois côtés du triangle ; il cou- 
pera enûn. les plans conjugués aux arêtes suivant trois droites qui 
seront, par- rapport à la même courbe , les polaires des sommets 
du triangle ; on aura donc ce théorème de géométrie plane : ' 

9. Un triangle et une ligne du second ordre étant situés dans 
un même plan , 

Les droites ijui joignent les Les points de concours des di~ 
sommets du triangle aux pôles rections des côtés du triangle et 
des côtés respectivement opposés des polaires des sommets respec' 
se coupent toutes trois au même tipement opposés appartiennent 
point, ' tous trois à une même droite» 

Et cette droite et ce point sont polaires Vun de Vautre, 

Ce théorème donne naissance à plusieurs autres. 

Si , par exemple , le triangle est inscrit ou circonscrit à la courbe , 
on retombe sur le théorème (1) qui n'est ainsi qu'un cas pai^ 
ticulier de celui-ci. 

Si l'un dos sommets du triangle est au centre de la courbe , on 
obtient ce théorème : 

io> Les droites menées par les sommets d'un triangle , parai— 
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Ulement aux conjugués des diamètres dune conique parallèles à 
ses côtés , concourent toutes trois en un même point. 

Et, si cède conique est remplacée par deux droites perpendicu- 
laires l'une à l'autre , le théorème se changera en celui-ci : 

11. Si y par les sommets d'un triangle ^ on mène des droites f ai" 
sont , avec une droite quelconque , des ongles supplémentaires res~ 
pectifs de ceux que font les côtés opposés avec celle même droite , 
ces trois droites concourront en un même point. 

Si dans le théorème (9) la conique devient infiniment pelîle , 
en restant hoinothétique avec une autre conique donnée, on aura 
ce théorème : 

12. Si, par les sommets d'un triangle on m}ne des diamètres 
h une conique tracée sur son plan , les conjugués 4e ces diamè- 
tres couperont les directions des cètés respectivement opposés en 
trois points qui appartiendront à . une même droite. 

Si l'on remplace la conique par deux droites perpendiculaires 
l'une à l'autre , le théorème se' changera en celui-ci : 

1 3. Si ton mène des droites aux trois sommets d^un triangle , de 
Fun quelconque des points de son plan , les perpendiculaires menées 
à ces droites , par ce même point , rencontreront les directions des 
côtés respectivement opposés en trois points qui appartiendront à 
une même droite. 

Considérons une conîqtie tracée sur une surface du second or- 
dre et .un triangle dans son plan ; les plans polaires des sommets 
du triangle, pris par rapport à U surface courbe, passeront par 
les polaires de ces mêmes sommets , prises dans la conique ; et 
les polaires des côtés du triangle , prises par rapport à la surface 
courbe , passeront par les pôles de ces mêmes côtés , pris dans la 
conique; or, ces trois polaires doivent concourir en un même 
point, pôle du plan du triangle, par rapport à la surface courbe; 
d'oit A suit que le théorème (9) peut prendre cet énoncé plus 
général : 
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i4- Un triangle et une surface' quelconque du second ordre exis- 
tant ensemble dans t espace , 

Les plans déterminés par les Les points où les plans poîai- 
sommets du triangle et par les Tes des sommets-du triangle cou^ 
polaires des côtés respeciit>ement pent les directions des côtés res- 
opposés se coupent tous trois sui- pectifemeni opposés appartiennent 
vont une même droite. tous trois à une même droite. 

Et ces deux droites sont polaires réciproques par rapport à ta 
surface du second ordre dont il s'agit. 

. Nous pourrions démontrer ce théorème d'une autre manière qui 
consisterait à le déduire, par une transformation polaire , du théo- 
rème (7) i nous en conclurions alors le ihëorème (9) de géomëlrie 
plane. 

En supposant que la surface du second ordre devient infiniiuent 
petite , en restant homolhëtiqiie avec une surface donnée , on obtient 
une nouvelle dëmonslralion du théorème (8) j et , en supposant que 
le plan de la conique soit tangent à la surface du second ordre, 
on obtient une nouvelle démonstration du théorème (12). 

On pourrait ajouter à ce qui précède plusieurs autres théorèmes 
r.elalifs au système d'une conique et d'un triangle tracés dans son 
plan ; mais nous préférons passer de suite & une proposition plus 
importante. 

i5. THÉOBÈME. Une surface quelconque du second ordre et 
vn tétraèdre quelconque étant situés d'une manière quelconque dans 
l espace , 

Les droites qui /oignent les som- Les droites 1 suivant lesquelles 
mets du tétraèdre aux pôles des lex plans des faces du tétraèdre 
faces respectivement opposées sont sont coupés par les plans polai- 
quaire génératrices d'un même res des sommets respectivement 
mode de génération d'une autre opposés, sont quatre génératrices 
surface du second ordre, d'un même modâ de génération 

d'une autre surface du second 
ordre. 
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Et , non tealemeni , ces deux nouvelles surfaces du second or- 
dre sont polaires réciproques l'une de t autre , par rapport à la 
surface du second ordre proposée , mais en outre les (juatre gé~ 
nératrices de Vune sont polaires réciproques des quatre génératri- 
ces de Fautre , cfiacune à chacune. 

Démonstration. Lps deux parties de ce ih^orème ri?sultanl l'une 
de l'autre , par la tht'orie des polaires réciproques , it doit nous 
suffire de démoulrer la première. 

Par la première partie du théorème (7), les droites qui joignent 
trois sommets du tétraèdre aux pôles des faces respective nient op- 
posées sont comprises dans rrois plans se coupant suivant une m^me 
droite qui passe par le quatrième sommet ; d'où il suit que celte 
dernière s'appuye à la fois sur les trois antres. Or , la droite qâî 
joÏDt le quatrième sommet au pôle de la face opposée a aussi ce 
somme! pour point commun btcc celte qtialrième droite ; d'oii il 
suit que celle-ci s'appuye à la fois sur les droites qui joignent les 
quatre sommets aux pôles des faces respective nient opposées. Oa 
peut donc mener , par chaque sommet du tétraèdre , une droite 
qui s'appuye â la fois sar les quatre droites dont il s'agit; ces 
quatre droites sont donc , en eQel , quatre génératrices d'un même 
mode de génération d'une -même surface du second ordre. 

Les quatre droites qui , menées par les sommets du tétraèdre, 
s'appuyent ainsi , à la fois , sur les quatre autres , Sont , comme nous 
en avons déjà fait la remarque (i(), quatre génératrices du deuxième 
mode de génération de la surface du second ordre déterminée par 
les quatre premières. 

Ce théorème est d'une grande généralité, «t conduilà «ne mul- 
titude de propriétés nouvelles du tétraèdre, 
. .£t, d'abord, si une ou plusieurs faqes du tétraèdre doot il s'agit, 
sont tangentes à ta surface du second ordre , ces faces auront pour 
pôles leurs points de contact avec elles \ coonme h l'inverse , si ua 
ou plusieurs de ses sommets sont sur cette surface, leun plans po- 
Uires seront les plaas tangepsi ces fiot^mÊts, .d'où l'oa voit déji 
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que ce théorème comprend . comme cas particulier , celui qtie nouf 

avons démontré directement ci- dessus (4). 

Si l'on suppose un des sommets placé au centre de la surface, 
la première partie de ce liiéorème (iS) donne celui-ci: 

16. Les paraîîHes menées ^ par les sommets d'un tétraèdre , aux 
conjugués des plans diamétraux d'une surface quelconque du se- 
cond ordre , respectivement parallèles à ses faces , sont quatre gé~ 
.nératriies dun même mode de génération dune autre surface Ju 
second ordre, 

l'tuus pouvons donc ajouter , d'après le lIii^orèQie (€) que. 

Par les points où ces quatre droites sont respectivement cou- 
pées par les plans des faces opposées , on peut faire passer une 
surface dit second ordre tangente è ces quatre faces. 

Si la surface du secood ordre est supposée sphétique , ou aura 
ce thëortme : 

Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un tétraèdre sur 
les plans des faces respecti*>ement opposées , sont quatre généra- 
tricei dun mime mode de génération d'une même surface du se- 
cond ordre. 

Sij dans le lU^orème (i5), la surface du second ordre devient 
iaÛDÏment petite, en restant homotbétîque avec une surface donnée. 
du laéme ordre, on en conclura celui-ci: 

j 7. Les plans . diamétraux ^uhe surface du second ordre , con- 
jugués eux diamètres de cette surface dont tes directions passent 
par les sommets d'un tétraèdre , coupent les plans des faces res' 
peaivement apposées de ce tétraèdre suivant quatrt génératrices 
dun même mode de génération d'une autre surface du second ordre. 

Si la surface du second ordre est sph^rique , ce théorèoie se mo- 
difiera comme il suit : 

Les plans conduits par un même point quelconque de t espace , 
' perpendiculairement aux droites menées de ce point aux sommets 
' dun tétraèdre , coupent les plant des faces respectivement oppo- 
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iles àe te tétraèdre suivant quatre génératrices d'un même mode 
de génération d'une surface du second ordre. 

Si les six arêtes du tétraèdre sont tangentes à [a surface du se- 
coad ordre, le th<!orèrae (i5) devient celui-ci: 

18. Une surface du second ordre touchant à la fois les six arè~ 
tes d'un tétraèdre, '' 

Dans thexaèdre octogone cir- Dons Toctaèàre hexagone ins- 
conscrit , dont /es faces seront /es crii , çui aura ses sommets aux 
pians tangens aux six points de six points de contact , /es drài- 
contact , les diagona/es joignant tes suivant ics<jue//es se couperont 
les sommets respectivement oppo- /es plans des faces respectivement' 
ses seront quatre génératrices opposés seront quatre génératri- 
dun même mode de génération ces dun même mode de généra- 
dune autre surface du second tion dune autre surface du sç- 
ordre. cond ordre. 

Et ces deux surfaces seront polaires réciproques fune de tau- 
tre , re/ativement à /a surface, proposée. 

]>s pôles des faces d'un tétraèdre sont les sommets d'un deuxit^mé' 
tétraèdre dont les faces ont respect! Tem en l pmur pôles les sommets 
du premier. Si les arêtes de celuj^-ci sont, tangentes à la surface^ 
directrice du second ordre, teis arêtes' correspondantes de l'autre' 
çn seront tes langeptes cooju^aëes, et I9 précétitent théorème pourra 
s'énoncer ainsi : . 

ig. Si les six arêtes dun tétraèdre sont toutes tangentes^ upà 
même surface du second ordre , /es conjuguées de ces tangentes 
sont les six arêtes d^n nouveau tétraèdre qui pourra ^irè dit 
conjugué au premier. ' ~ , 

. Les droites qui joindront /es \, Les intersections des plans des 
sommets , respectivement opposés , forces respectivement opposées , 
dans les deux tétraèdres ^ seront dans^ les deux tétraèdres , seront 
quatre génératrices dun .même quptr^ ^génératrices dun. même 
jpfidede génération duoe^- autre- ^iode^de'^g^r\ératii\n dyne wtre 
surface du second ordre, surface, du second, ordre, ' 
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Et ces deux surfaces seront polaires réctproqves Tune de Vau- 
tre , relativement à celle que touchent les douze arêtes des deux 
tétraèdres. 

Si l'on suppose, dans le ihéorème (i5) , que la surface directrice 
se réduit à uue coiiiqi'^' , on en conclura celui-ci : 

3o. Une conique et un tétraèdre existant ensemble dans Fes- 
pace , les droites qui joignent les sommets du tétraèdre avec les 
pôles des droites s:'ivant lesquelles le plan de cette conique coupe 
les plans des faces respectioement opposées , sont quatre généra- 
trices d'un même mode de génération d'une même sur/ace' du se- 
cond ordre. 

Si l'un des aies de la conique -devient nul , elle se réduit à 
une droite d'une longueur limitée , el le lliéorème se change dans 
celui qui suil: 

21. Une transversale perçant les plans des quatre faces d'un té- 
iraèdre , et deux points fixes étant pris arbitrairement sur cette 
transversale ; .si Ton joint par une droite chaque sommet du tétraè- 
dre avec le poinf de celte transversale , quatrième harmonique , aux 
deux points Jixes' et à celui où elle perce le plan de la face op~ 
posée , on obtiendra ainsi quatre génératrices d'un même mode de 
génération d'une surface du second ordre. 

Si l'un des poiiils Uses AaiV à l'infini , on autait une autre pro- 
position que nous nons dispenserons dénoncer. 

Si la surface directrice du théorème (i5) est une surface coni- 
gue, on ohliendra le ih.'orènie suivant: 

aa. Les plans diamétraux d'une sur/ace conique du second or- 
dre , conjugués aux droites qui joignent son sommet aux quatre 
scmmets d'un tétraèdre ,' coupent les plans des faces respective- 
ment opposées suivant quatre génératrices d'un même mode de gé- 
nération d'une surface du second ordre. 

Ce lliéorème aurait pu flre déduit de celui qui le prÂ;ède (20) , 
aii tiioj'i'n d'une transformation polaire. 11 n'est « au surplus,' qu'un 
cas particulier du théorèiAe (17)* 
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Od peut snpposer que la surface conique devient le système de 
deux plans , que ces plans se coupent à angles droits, qu'Us soOt 
parallèles, que l'un d'eux passe à l'infini; ce qui ofi'rira tout au. 
tant de théorèmes diff^rens. 

Les théorèmes (20} et (22) donnent liea à deux antres théo- 
rèmes plus généraux , susceptibles de diverses conséquences. 

Si, en efiet , par la conique, on conçoit une surface quelcon- 
que du second ordre , la polaire , par rapport à cette surface du 
second ordre, d'une droite située dans le plan de la conique, per- 
cera ce -plan en un point qui sera précisément le pôle de cette 
droite, par rapport à cette même conique; et si^ dans la surface 
conique, on inscrit une surface quelconque du second ordre, la 
polaire } par rapport & cette dernière surface, d'une droite menée 
par te sommet du cône , sera comprise dans le plan diamétral de 
ce même cône conjugué à la droite dont il s'agit; nos deux théo- 
rèmes prendront donc la forme suivante : 

a3. Une surface du s€cond ordre et un tétraèdre existant en- 
semble dans ^espace > 

Lès droites menées des som- Les droites suivant lesquelles 
mets du tétraèdre aux points où les plans des faces du téfraèdre 
un plan Jixe quelconque est percé sont coupés par les plans con- 
par les polaires Je ses intersec- duits par un point Jixe quelcon- 
tions , acec les plans des faces que , et par les polaires des droi- 
respectifement opposées , sont qua- tes qui joignent ce point fixe aux 
ire génératrices d'un même mode sommets respectivement opposés , 
de génération d'une autre sur- sont quatre génératrices d'un 
face du second ordre, même mode de génération d'une 

autre surface du second ordre. 

Si le plan- et le point fisé sont polaires réciproques F un de F au- 
ire , il en sera de même des deux nouvelles surfaces du second 
ordre. 

Si , dans la première partie du théorème , le plan transversal 
passe à l'infini, on retombe de nouveau sur le théorème (16) 
Tom. XIX ,, 
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et si, dans -la seconde ,. on suppose qne le point fixe coïncide avec 

le centré de la surface, on retrouve le ihéorème (17). 

Si, ïlans ce qui procède, les faces du tétraèdre avaient poar 
pôles , relativement à U surface du second ordre , les sommets 
repècti veulent oppdsi's , ce qui , pour une même surface fixe du 
second ordre , peut avoir lieu dans une inanité de tétraèdre ; cha- 
"q'ue ar^te aurait pour polaire l'arête opposée, et alors les théorè- 
mes cî-dessus n'auraient plus d'application. Mais, en considérant 
ces tétraèdres relalivemeiit à une deuxième surface fixe du second 
ordre, ils se trouveront jouir de diverses propriétés bien remar- 
quables, dont l'ezameu fera partie d'un antre travail. Nous nous 
bornerons , pour le présent , à en extraire , sans les démontrer , les 
propositions suivantes : 

24> Deux surfaces du second ordre étant données dans V espace ^ 
si ton conçoit un angle trièdre molile et variable autour de son 
sommet fixe , tel que les polaires de ses arêtes , relatioes à la 
première de ces deux surfaces , soient constamment dans les plans 
des faces respectivement opposées ; 

\J* Les points oà Us arêtes i.^ Les plans iangens menés 
de Fangle trièdre variable per- à la deuxième surface par les 
ceront la deuxième surface se~ polaires des arêtes de t angle iriè^ 
Tant les sommets d'un octaèdre dre varia,hle seront les faces d'un 
hexagone variable, inscrit à cette hexaèdre octogone pariablc , cir- 
deuxième surface , lequel sera conscrit à cette deuxième surface ^ 
constamment circonscrit à une lequel sera constamment inscrit 
troisième surface fixe du second à une troisième surface fixe du 
ordre. second ordre. 

a * Les surfaces coniques cir~ 2.* Les surfaces coniques cir- 
conscrites à la deuxième surface , conscrites à la deuxième surface , 
suivant ses intersections avec les dont les sommets seront les pà~ 
trois faces de l'angle trièdre ca- les des faces de Tangle trièdre 
viable f envelopperont constam- variable ^ se couperont consiam~ 
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meni unt- tjhatn'ème surface fixe ment sur une çualri^me surface 
du second ordre. fixe du second ordre. 

Si le sommet fixe <îe l'angle irièdre variable est le centre même 
de la première siirfiice fixe Jii second ordre, ses arêtes seront évi- 
demment trois diamrires coiijiigni's de cette surface, et il en ré- 
sultera les propositions snivames : 

1." Si f par un point fixe ^ on conduit trois droites mobiles^ 
constamment parallèles à trois diamètres conjugués d'âne sur- 
face fixe, du second ordre , ces droites perceront une deuxième sur- 
face fixe du second ordre au* sommets d'un octaèdre hexagone 
variable inscrit „ lequel sera constamment circonscrit à une trui~ 
sième sur/ace fixe du même ordre. 

3.* Si , par un point fixe, on eonduît trois plans mobiles , cons- 
tamment parallèles à trois plans diamétraux conjugués d'une sur- 
face fixe du second ordre , les sur/aces coniques circonscrites à 
une deuxième surface fixe 'du rerond- -ordre-, •suii>ant ses intersec- 
■tions avec ses plans mobiles, envelopperont constamment une troi- 
sième svrjace fixe du même ordre, 

■ 3.* Si , six plans mobiles dans d'espace et parallèles deux à deux 
Sûnt constamment parallèles à trois plans diamétraux conjugués d'une 
première surface fixe Au second ordre , et tangens à ui\e deuxième 
surface fixe de cet ordre, ces plans formeront un parallélipipède 
variable circonscrit , lequel sera constamment inscrit à ufie_ troif . 
jième surface fixe duméme.or^re. 

4* Le lieu des points de 'T espace par lesquels, on peut mener j , 
à, une surface fixe du second ord^e , trois taqgente^. respectivement 
parallèles à trois diamètres conjugués d'.une deuxième tst^fittefijce 
de cet ordre, est une troisième surface fixe du même ardre. ' ' 

Ces. théorèmes sont siisceplibles de nombreuses conséquences que 
nous nous réservons de développer dans un autre article où nous 
ferons connaître diverses autres' propriéte's de l'angle dièdre , de 
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r^ogle trièdre et du tétraèdre , considéras par rapport & une sar-* 

face dtk second ordre (*), 

P. S. Nom noos apercerons , en termiDant , d'ano ioadrertance que nouft 
derons nous empresser de réparer, 
lut médiate ment avant le n,° t3 , il faut lire ce qui suit .- 

12 bis. Si des rayons incîdens , partant des trois sommets d'Un 
triangle , vont concourir en un mime point dune droite réfléchis- 
sante y située d'une manière quelconque dans son plan , les rayons 
réfléchis rencontreront les directions des côtés respectivement op- 
posés en trois points qui appartiendront aune même droite. 

Si l'on remplace la conique par un cercle, on obtiendra cet autre 
théorème , déjà énoncé par M. BoblUier {Annales , tom. XVIII, pag. i Ç5J. 

i3. Si, de Tun qullconque des points du plan d'un' triangle , on 
mine des drqîtes à ses sommets t etc., etc. 

Le) théorèmes (la hit) et (i3) , ont leurs analogues dans i'eipaee , qai M 



(*) M, Chastes désire que , dis aujourd'hui i nous fassions saToir k nos lec- 
leurs, I.* qu'il nous a adressa , sous la date du 8 juillet dernier^ un mé* 
moire sur les prajeetioni stiréographiques , dont la contenu renferme quel- 
ques propositions déjb publiées par M. Bobillier dans la Corrtspondaiu» ds 
M. Quetalet ( tom. IV, pqg. i53 ) ; a.** que* par une lettre de Nice, en 
date du i5 jaurler dernier, il nous avait déji annoncé être depuis long- 
temps en possession de ces propositions et d'antres analogues. Mous nous 
empressons de faire cette dëelaratiou pour conserver les droits de M. Cbas* 
les, dans le cas où l'abondanca des matières nous contraindrait d« différer. 
la publication de sou travail. 

M, Chasles désire également qu'on sache qu'il est en élat de remplacer par 
de la géométrie pure les quelques lignes de calcul que renferme le présent 
iaémoir«t v . 

J. D. G. 
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iUdaiient du théorème (32) , comme c«as-U se déduUent du théorème (13)1 
le* Toici : 

Si fies plans , conduits par les quatre sommets d'Un tétraèdre , se 
coupent suivant une mime droite tracée dans un plan fixe quelconque 
les plans conduits par cette droite , de manière à faire , dans un 
autre sens , les mêmes angles avec h plan fixe , couperont les plans 
des faces respectivement opposées du tétraèdre , suivant quatre géné- 
ratrices d'un même, mode de génération d'une surface du second ordre» 
. Si , de l'un quelconque des points de Tc^^ace , on mène des droites 
aux quatre sommets d'un tétraèdre , les plans conduits par le même 
point, perpendiculairement à ces droites t couperont lef plans des 
faces respectivement opposées , suivant quatre génératrices Sun 
même mode de génération d'une surface du second ordre. 



GÉOMÉTRIE ÉLÉMEUTAIRE. 

Recherche des relations entre les rayons des 
cercles qui touchent trois droites données sur 
un plan et entre les rayons des sphères qui 
touchent quatre plans donnés dans V espace ; 

■ :. Par,- M,, J. Stkiher. ■: .; • ., - -; 

ï. OoiENT e^iyC les trois côl^s d'un triangle; ces côt^s,,coliât- 
lïiétéi comme de« droites indéliiiies , diviseat ]e plan du Iriangle 
en sept régio^, dont une witle flifie^qiii eM le Iriangle lui-mdne. 
Trois de» six autres sont terminées diacunè par un côté du trian- 
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g(e et les prolungemens des deux autres au-deU des extrt^Qiil^s de 
celui là. Quant aux trois deniiùres ce sont des angles respective- 
ineiil opposas k ceux du triangle. 

Comme trois condilions sont nécessaires pour déterminer tin cer- 
cle, ce n'est que dans les quatre premières régions que l'on peut 
se proposer d'inscrire des cercles. L'un de ces cercles sera in(t>rieHr 
au triangle; c'est proprement le cercle inscrit t dont nous désigne-/ 
rerus le rayon par r; les trois autres seront ce que M. Lliuilii^r a 
appelé les cercles ex-inscT'i^\ nous désignerons respectivement leurs 
riyuns par a, |3, y, suivant les côtés du triangle sur lesquels ils > 
s'appuyeront, Oo démontre aisément que ces quatre cercles sont 
touchés à la fols par celui que l'oa fait passer par les milieux des 
côtés du triangle. 

Soit T l'aire du triangle ; en considérant les triangles qui ayant 
pour bases les trois côtés «, i, c du triangle donné et pour som* 
luets les centres des quatre cercles^ on a 






(0 



En prenant la somme ^s pFoduitS' respertîf* de ces équations pa» 
— "^t -\-^f » +yj'^» +'?'■• '' vient, en divisant aT , 

ou bien ..' . * 

■ -V«4'H*-7"^ 7' »■ '■■■■■ ■■<=).■■■■•■ 
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c'est-à-dire, Finvetse du rayon du cercle inscrit à vn triangle eit 
égal à la somme des inverses des rayons des trois cercles ex~rns~ 
crits au même triangle (*). 

Ou , en d'autres termes , le paraUélipiplde rectangle , construit 
sur les rayons des trois cercles ex-inscrits , est équivalent à la 
somme des trois parallélipipèdes rectangles construits sur ces mê- 
mes rayons pris deux à deux et sur le rayon du cercle inscrit. 

Au moyen de la relation (3) le rajon de chacun des quatre cer- 
cles se trouve d'^termîné par les rayons des trois autres. 

Si le 'triangle eat ^quilati^ral > on a 

k étant la hauteur du triangle. 
II. En ohserrant que 

iÇ>T=:{a-\-h-{-c){h+C'~a){c-\-a—h)(a+h—c) i 

t ■ . 

le produit des équations ^) donne, en réduisant 

P=c^r, (3) 

d'oà 

c'est-à-dire , Faire d'un triangle est égal à la racine carrée du 
du produit des rayons des quatre cercles qui touchent à la fois ses 
trois côtés. Théorème publié pour ïa première fois par Mahieu, eï 



(*) 11 y a plusieurs utoU qne ce Ib^orènie nous a éié aUrr-ts^. stcc plo- 
tieurs autres, par M. Bobillier, dam une note que le défaut d'espace uou* ■ 
cmpiché jusq[u'ici de publier* 

J. D. G. 
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postérieurement par M. Lhuilier. ( Annales, tom. I, pag. i5o ) {*), 
Pour le triangle sphérique, on aurait 

Sin. î-r= /TanS'Tiing.^Tang.yTang.r" _ 
* aSin.îa.Sia.î^.Sia.^ 

Si de l'équation (3) on élimine tour à tour les quatre rajons, as 
moyen de la relation (2) , on trouvera 



De$ équations (i) oa tire (3) 



•W 



(5) 






(6) 



et par suite (3) 



(*} Ce th^orime fait auui partie de La note de M. Bobillier. 

J. D. G. 
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...^ '--;^'7">-^ r. 0, 



Soit H le nyon du cercle circooscril ; oq sait que 
lie 

donc (7) 



(S) 



En i^'li minant r de celte valeur , an moyen de la relation (3) ^ on 
trouvera 






(^ D'après lei iquations (3j on peut écrire 
on bien , en ddreloppant et ordonnant , 

An moyen de la relation (3) , les Jeux premiers tenaes de ce diSveloppe- 
ment disparuisseiit , eC l'ou a sioipleaieut 

Tom. XIX. j3 
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Si, de la même valeur, od élimine successivement a, ^, y, an moyen 

de la même relation, on trourera 

IT[. Si le triangle est supposé rectangle , en désignant par c lliy* 
pothénuse, on aura iTssab , ^M. moyen de quoi les équations (i) 
deviendront 



M 






«+*+» 



(■0 



ou bien (3) 
d'où DDËa 



/ Ts T* T» 3^ \ 

^ ji*/- vw «(Sr «Ar / 

«Sn=^(»4.^^,_r) i 

«=f(«-W+v-'-)î 



c'eit-li-dire ^ /< rayon du cercle eirconterit à un triangle eH te ^art Je Peteèë 
de la somme des rayoni des trois cercles ex-inscrits à ce triangle sur le ra/»9 
dit cercle inscrit. Cet élëgant lliéorème appartient k M. Bobilier, 



.Google 
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£a divisant chacune des trois premières par la dernière, il vien- 
dra , en chassant les dénominateurs , 



d'où on tirera aisément 






(.2) 



Ainsi (11) , si les trois cut^s da triangle rectangle sont commea- 
surablès, les rayons des quatre cercles le seront aussi , et rëcipro- 
quenienl (la). 

Si , par exemple , il s'agit du triangle de Pyihagore , pour le» 
quel on a a=:3, èaé^ , ct^S, -oa «ura 

L'^uation a*+J'=:c* donne aoJ = (a-|-i)*— e* ou bien 

mais les deux dernières équations (11) donnent 



X'+b+cXo-^h-c} ' 



done 
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yr=— =r,- 



étjuatlon qui , comparée à l'équatioD (3) , donne 

.jS=,r=r , (.3) 

c'est-â-dire , dans tout friangle rectangle^ U rectangle des rayons 
des cercles ex-inscrits , ^ui répondent aux deux côtés de l'angle 
droit , eft é^f/ifalent ai* rectangle des rayons du cercle inscrit et 
du cercle ex-insçrit ^ui répond à- thypothinase , et Fun et l'autre 
sont équivalens à faire du triangle, 

IV. Soient a,B,c, d les quatre, faces d'un tétraèdre dans leur 
ordre de grandeur , de la plus grande & la plus peliie ; ces faces, 
coiisiJérées comme des pians indéfinis , diviseront l'espace en çuinxe 
régions , dont une seule finie qui sera le léiraèdre lui-même. Ç««- 
tre des quatorze restantes seront terminées chacune par une des 
faces du tétraèdre et par les proJongemens des plans des trois au- 
tres au-delà de celle-là. Il y en aura six dont chacune sera terminée 
par les prolongemens des plans des quatre faces au-delà d'une même 
arête. Enfin , les quatre dernières seront des angles trièdres opposés 
à ceux du tétraèdre. 

Comme quatre condiligçs sont nécessaires pour déterminer une 
sphère , ce n'est que dans les onze premières régions qu'on peul 
se proposer d'inscrire des sphères. Mais il esl aisé Toir qu'il ne 
saurait y en exister à la fois dans les six légions sur les arêtes, 
opposées deui à deux ^ et que l'existence d'une sphère, dans l'une 
d'elles , entraîne l'impossibilité d'en ÏDSCiire une dans la légion qui 
lui est opposée. 
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- II ne saurait donc y avoir plus de huit sphères, one inscrite et 
sept ex-inscriles qui louchent à la fois les quatre faces d'un tétraè- 
dre , considérées comme des plans iudeTinis; et ces dernières se di' 
visent en deux classes, savoir: quatre sphères es-inscrites aux fa- 
ces , et les trois autres ex-inscrites aux arêtes. 

Soit r le rayon de la sphère inscrite j soient a, P , > , 3 les rayons 
des quatre splières lespectiTement ei-inscrites sur les faces a , è , 
c , à ; soient a' , (3' , v' '^s rajons des sphères ex-inscriles respec- 
tivement sur les arêtes ad ou bc ^ hd pu ca y cd oa ai ; soit en- - 
£{] T Je volume du jélraèdre. 

En considérant les tétraèdres ayant leur sommet commun aux 
centres de ces difTérenles sphères et pour bases les faces du tétraè- 
dre Tt on trouvera aisément 

ZT^r{a-\-l-\-c-\-d) ; (i) 

ZT^»ii+c-¥d=ui) , (2) 

ZT^(c-^d-\-a~h) , (3) 

ZT=Ti{d^Jti-^)'f (4) 

3T=i(a+^-|^_(?) , (5) 

3r:^H;:a'(J+'=— «— rf) , \ '.(6) 'Z/ 

3r=±^(<:+fl-*-^ , ." (7) 
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les signes des seconds membres -des trois dernières ëqtiations de- 
vant être pris de manière que ces seconds membres soient posiûfg. 
Des équations { 2, 3, 4t 5 ) on tire aisémeDt 



'=T(T+-:+i-;) 



(9) 



En sabstîtuant ces valeurs dans l'i^qualion (i) il viendra 



c'est-à-dire , ta somme âes inverses des rayons des sphères ex'ins- 
crues sur les faces d'un tétraèdre , est double de l'inverse du rayon 
de la sphère qui lui est inscrite. 

Les m^mes valeurs (9) substituées dans les équations ( 6, 7, 
'8 ) donnent 
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95 






+ -=-+4— — - 



(•') 



c'est-à-dire , ta somme àes inverses àes rayons des sphères ex- 
inscri/^s sur âeux des faces dun tétraèdre , moins la somme des 
inferses des rayons des spltires ex-inscrites sur ses deux autres 
faces ^ est douhle de Vinverse du rayon de la sphère ex-inscrite 
sur tarête des deux premières ou sur rareté des deux dernières 
faces. 

Oa Toit donc que les rayons de nos huit sphères sont ]i& lei 
uns aux autres par quatre relations au moyen desquelles quatre d'en- 
tre eux sont déterminés par les quatre autres. 

Eu ajoutant et retranchant tour k tour chacune des équations 
(il) à l'équation (lo) on aura 



,~ > r —J ■ 
f~ t r— t ' 



r+i=ri7^ 



(■>) 



7 + r = 



r+T = 



■(>' ' 



I 



k'3) 
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c'est-à-dire , ia somme des imerses des rayons des sphhfs ex- 
inscriles sur deux faces d'un ietracdrp , est égale à la somme ou â 
ia différence des inverses d,-s rayons de la sphère inscrite et de 
ia sphère ex-inscrite sur l'arête de ces deux Jaces ou sur son op~ 
posée. , 

Si leielraèdre est régulier, on a a=:3=v = 5=2?', a'=p'=:7'=os ; 
d'où résulte ce théorème : 

Si , à un angle trièdre régulier dont les trois angles plans sont 
les deux tiers d^un angle droit , on inscrit une suite de sphères , de 
manière ^ue chacune d'elles touche celle ^ui la préfède immédia- 
tement, les rayons de ces sphères formeront une progression géo- 
métrique dont la raison sera deux. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème de f^éométrie. 



Ol , à an angle irièJre donné quelconque, on inscrit une suite 
de sphères, de telle sorte que chacune d'elles touche celle qui la 
précède immédiatement, quelle loi suivront les rayoas des sptières 
ainsi inscrites ? 
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GÉOMETItlE ANALYTIQUE. 

Recherches sur les courbes algébriques de tous 
les degrés ; 

Par M. le docteur Plucker, professeur à l'Universîtë de . 
Bonn. 



J £ me propose , dans l'essai que l'on va lire , de donner quelques 
exemples d'une méthode à l'aîde de laquelle on peut déduire, im.' 
médiatement et saos aucune sorte de calcul « un grand nombre de ; 
proprt^t^s générales des courbes de tous les degrés, de la simple , 
coosidératioD de la constitution algébrique des équations qui les re- , 
présentent. Dans un autre essai, qui suivra de près celui-ci, j'é- 
tendrai ces cousidérations aux surfaces courbes. 

s- I. 

On sait que cinq points sont nécessaires sur an plan pour dé- , 
terminer complètement une courbe du second degré , et que , gêné- . 
ralement parlant, il n'en saurait passer qu'une seule par cinq points , 
donnés ; d'où il suit qu'on en peut faire passer une infinité par quatre 
points donnés ; il n'est donc pas étonnant , d'après cela , que 
deux courbes de ce degré se coupent en quatre points. 

Mais on sait aussi que neuf points suffisent sur un plan pour déter- 
miner complètement une courbe du troisième degré , et , qu'en gé- 
néral , il n'en saurait pftsser plus d'une par netif points donnés ; on 

Tom,XJX\ n." /r, i.*' octobre 1828. i4 



DigitizedbyCjOOQlC 



gS COURBES ALGEBRIQUES 

doit donc , d'après cela, éprouver quelque surprise de voir deux' 
courbes de ce degré se couper en neuf points. 

Pareillement , quatorze points suffîsant sur un plan pour déter- 
miner complètement une courbe du quatrième degré ; et unï courbe 
unique de ce degré pouvant en général être conduite par ces qua- 
torze points ; on ne saurait voir sans surprise deux courbes de ce 
degré se couper en seize points. 

En général , le nombre des points nécessaires , snr un plan, pour 

déterminer complètement une courbe du m.'""' degré est , comme 

I, m+i wi+a ■> ■ I 11 1 

Ion sait, ' 1 , et il n en saurait passer plus d ane de 

ce degré par un tel nombre de points. D'un autre côlé, deux cour- 
bes de ce degré , (racées sur un même plun , peuvent se couper 
en m* points. Si donc on choisit le nombre entier m^ de telle sorte 

que m soit au motus égal a ■ 1 , ce qui arrivera pour 

toutes les valeurs de CT>a ; on aura un exemple de deux courbes 
du Di^me degré se coupant en autant de points au moins qu'eu 
exigerait la détermination complète de l'une d'elles. 

Cramer, dans son Introduction à Fanalysâ des courbes algéhri- 
tjues, est le premier , je crois, qui ait signalé celte espèce de pa- 
radoxe qui s'explique aisément en remarquant que , lorsqu'il est 
question du nombre des points nécessaires et suQîjans snr un plan, 
pour déterminer complètement une courbe d'un degré déterminé, 
on sous~entend toujours que ces points sont pris au hasard , et ne 
sont liés entre eux par aucune relation particulière. Je l'avais ren- 
contré moi-même en discutant la théorie de l'otculation des lignes 
courbes; en cherchant 5 l'interpréter géomélrîqueinenl, j'ai été con- 
duit à quelques théorèmes assez singuliers au premier aspect, mais 
très-féconds en beaux corollaires ; ils ont déjà paru autre part, mais 
je crois devoir tes -reproduire ici avec plus de de'veloppemens. J'in- 
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âiqQFrai ensuite LrièTemcnl que l({u es-unes des applicaiious dont Us 
sont susceptibles. 

§. M. 

Bien qu'en g^m^ral , pass^ m=2 , le nombre m* des points d'in. 
lerseclions de. deux courbes du mt"" degré soit plus grand que le 

nombre — : 1 des points nécessaires pour de'terminer l'une 

d'elles, on peut néanmoins faire passer par ces m' points, non seulement 
les deux couches dont ils sont les intersections , mais encore une in- 
finité d'autres courbes du m."'" degré , de sorte qu'il fjut se don- 
ner un point de plus pour déterminer complètement une d'entre 
elles. Si, en effet, on représente par 

M=.o , M'=o , 

les équations de ces deux courbes, l'équation du même degré 

dans laquelle ft est supposé un coc0!c!ent constant indéterminé , ex- 
primera une infinité d'autres courbes du m.'"" degré, passant par 
les m' points d'intersection des deux premières; mais si l'on se 
donne arbitrairement un nouveau point de l'une d'elles, outre ceux-là 
il en résultera une équation linéaire pour la détermination de fx ; 
de sorte qu'alors la courbe sera complètement déterminée. 

Cela posé , soient — a points donnés sur un plan; 

concerons qu'on ait décrit toutes les courbes , en nombre infini , 
.qui peuvent passer par ces points , et considérons deux d'entre 
elles en particulier ; elles auront m* points d'intersection , 

savoir 1 les apoiolsdonnés, et m-1 ^-^ 2] 

nouTeauz points; or^ d'après ce qui précède , par ces m* points. 
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on pourra faire passer une infinité d'autres courbes du m.""* de- 
gré t lesquelles seront les autres courbes de la s^rïe doQt il s'agit , 

puisqu'elles passeront par les —2 points donnés; donc 

toutes ces courbes passent aussi par les m ~{ '~^J 

points restans; en invoquant donc le principe de dualité on aur3 
ces deux théorèmes : 

THÉORÈME L Toutes les THÉORÈME I. Toutes 

courbes du m!"" degré qui passent les courbes dg m.'*"* classe qui 

m-l-[ m+a . -, œ+i tn-fs 
partes a mêmes touchent les > —a 

points fixes , se coupent en outre mimes droites fixes , louchent en 

\-2, autres outre les m— L_^2» 



aux m — 

mêmes points fixes. 

Ainsi, par exemple, toutes les 
courbes du troisième degré qui 
passent par les huit mêmes points 
fixes , se coupent en outre en un 
neuvième même point fixe. De 
même encore , toutes les courbes 
da quatrième degré qui passent 
par les treize mêmes points fixes , 
se coupent toutes en outre en trois 
antres mêmes points fixes, et ainsi 
du reste. 

Rien n'empêche d'admettre , dans le théorème qui précède , que 
tous ou partie des points fixes donnés se confondent par groupes 
plus ou moins nombreux en on point unique , auquel cas les cour- 
bes dont il s'agit auront en ces points des contacts d'ordres plus ou 
moins élevés. 



autres mêmes droites fixes. 

Ainsi , par exemple , toutes les 
courbes de troisième classe qui 
touchent les huit mêmes droites 
fixes, touchent en outre une ueu- 
vième même droite ûxe. De même 
encore, toutes les courbes de qua- 
trièmeclasse qui touchent les treize 
mêmes droites fixes , touchent en 
outre les trois autres mêmes droites 
fixes , et ainsi du reste. 
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AÎDsi , par exemple, au lîea de considérer toutes les courbt;5 du. 
troisième degré qui passent pat les huit mêmes poinis fixes , on petit 
considérer toutes celles qui , passant par les deux mêmes poinis fixes > 
ont entre elles , en chacuu de ces points , un contact de quatre 
points ou du troisième ordre ; et l'on verra , en rertu du théorème ,' 
qu'elles doivent se couper toutes en un troisième point. 

Nous n'avons comparé , dans ce qui précède , que des courbes 
exprimées par des équations complètes dans lesquelles tous les 
coefliciens étaient supposés indéterminés ; mais eu assujélissant ces 
courbes à certaines conditions, nous pourrons rabaisser, à volonté > 
le nombre des constantes arbitraires de leur équation commuue. 
Nous pourrons , par exemple , regarder comme donnés , un certain 
nombre de ces coefficiens pour toutes les courbes que nous compa- 
rons , on bien supposer qu'il existe entre tous on partie d'entre eux 
an certain nombre d'équations de condition. Ces constdératioBS con- 
duisent au théorème suivant pins général que celui que nous avions 
d'abord établi: 

THÉORÈME II. Etant donnés n coefficiens de Tèquation géné- 
rale du m.'*"* degré à deux indéterminées , ou encore étant don- 
nées n équations linéaires entre tous ou partie de ces coefficiens; 
toutes les courbes représentées par léquation générale , ainsi mo~ 

difiée et passant par les — (n+a) mêmes points Jixes 

donnés , se couperont en outre aux m*-r* " ■ — — — (-(n-l-a) au^ 

très mêmes points fixes. 

11 est évident que, dans l'application de ce théorème, on ne 
doit pas sopposer n> Z__i. 

S. III. 

Notre théorème, sons sa première forme, ne saurait s'appliquer qu'ans 
courbes des degrés supérieurs au second \ mais , sous la seconde , 
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il s'applique fort bien aux courbes du second degré. Il prend alors 
la forme particulière que voici : 

Etant donnés n coefficiens de Vèquation générale du second de- 
gré à deux indéterminées , ou encore , étant données n équations 
lînraircs entre tous ou partie de cet coefficiens ; toutes les cour- 
bes représentées par -l'équation générale ainsi modifiée et passant 
par hs 4 — " mêmes points fixes donnés , se coupent en outre aux 
n autres mêmes points fixes. 

Aiosï l'é^uatloQ généra.\e du second degrû à deux indétertuini^s 
^lant 

Jx'-{-Bf+2Cxy-^2Dx+3Ex+F=o, (i) 

dans laquelle il est permis de sapposer F conau; si l'on donne 
i.** un des cinq autres cocfiîciens et trois points ; a.* deux d'entre 
eux et deux points ; 3.' trois d'entre eux et un point ; 4-" c»iîn 
quatre d'entre eux , il y aura , dans tous les cas , un nombre ioBni 
de courbes représentées par l'équation (■) , et toutes ces courbes 
passeront par les quatre métncs points. Il en sera de même si , au 
lieii de se donner un certain nombre de ces coefficiens , on se donne 
un égal nombre d'équations entre tous ou partie d'entre eux. On 
Ta voir , par quelques exemples pris au hasard , avet quelle faci- 
lité on déduit de là la plupatt des propriétés des courbes du secoud 
degré. 

On sait que , dans l'hypothèse des coordonnées rectangulaires , l'é- 
quation (i) Teprésente des hyperboles équilaières lorsqu'on a 
^-|-5=o ; donc 

Toutes les hyperboles ^fm'latères qui passent par les irais mê- 
mes points donnés , se coupent en outre en un quatrième point fixe. 

Le système de deux droites perpendiculaires l'une à l'autre peut, 
comme l'on sait, être considéré comme une hyperbole équilatère ; 
en conséquence, les trois systèmes de bases et de hauteurs, d'un 
jnéme triangle, peuvent être considérés comme trois hyperboles équi- 
latères ayaat trois points communs, qui sont les sommets du tma- 
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gle ; elles doivent donc avoir un quatrième point commun ; et ainsi 
.te trouve démontra que ies trois hauteurs de tout triangle con- 
courent en un même point. 

Etant donné l'un des deux rapports --■ ou •— , on connaîldeux 
diamètres conjugua de la courbe, dont un est parallèle à l'un des 
axes des coordonnées; donc 

Toutes les coniques qui ont deux diamètres conjugués parallè- 
les à deux droites Jixes , et qui passent par trois points fixes , se 
coupent en, outre en un quatrième point Jixe. 

La construction de ce quatrième poiat étant très-facile, ou pourra 
trouver tant de points qu'on voudra , i .* d'une conique dont on con- 
naîtra quatre points , avec les directions de deux diamètres «on- 
jiigués ; 2.* d'une conique dont on connaîtra trois points > avec les 
directions de deux sj'stèmes de diamètres conjugués. 

Et de là encore cet autre théorème ; 

Toutes les coniques qui passent par les ^laalre mêmes points Jixes 
ont un système de diamètres conjugués parallèles à deux droites 
fixes. 

On sait que l'équation 

By^Cx-\-E=:o 
est celle du diamètre de lacourhe (i) dont le conjnguë est parallèle 
i l'axe des x ; A'où il suit que, — étant donnée, on connaîtra le 
point d'ititerseciîon de ce diamètre a-vec l'axe des y; c'est-à-dire, 
si cet axe rencontre la courbe, le point milieu de la corde iiiter- 
cepli>e. Elaut donné un-quelcouque ( d , 3 ) des points de la di- 
rectiou de ce diamètre, on aura- 

. m-^Ca+E^o \ 
c'est-à-dire, une équation linéaire entre les trois coefficiens B, Cf 
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E. En connaissant de plus l'un quelconque ( a' ,1') des points de 
la direction du diamètre dont le conjugué est parallèle à l'axe des 
y , on aura semblablement 

c'esl-â-dire , une équation linéaire entre les trois coefficiens J ,C , 
D. Enfin p une droite quelconque étant donnée par l'équalion 

l'équation du diamètre dont le conjugué lui est parallèle sera 

a{Bx+€x-\-E)^{Ax-\-Cy\-U} ; 

équation linéaire par rapport k À ,B ,C ^ D , E.Oa pourra se don- 
ner une , deux, trois ou quatre équations de la même forme. Dans 
ce dernier cas, en supposant un de ces coefficiens donné, ce qui 
est permis pourvu qu'on rende au dernier terme F son indéter- 
mination , ils seront tous complètement déterminés excepté celtii-là. 
De ces considérations se déduisent, sur-le-champ, les théorèmes sui- 
Tans: 

Toutes tes coniques qui passent par trois points donnés , et àans 
lesquelles les conjugués des diamètres parallèles à une même droite 
fixe eont concourir en un même point Jixe , se coupent en outre en 
vn quatrième point. 

Si tant de coniques qu'on voudra passent toutes par les quatre 
mêmes points , les conjugués de leurs diamètres parallèles à une 
mime droite Jixg concourront tous en un mime point fixe> 

Ce dernier théorème , df\ à U. Lamé ( Annales , tom, YII , pag. 
33g), peut être complété de la manière suivante: 

Si la droite » à laquelle les diamètres sont parallèles , tourne sur 
Tun quelconque des points de sa direction , le point de concours 
des conjugués de ces diamètres décrira une conique , lieu géométri- 
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^es âes êenires de toutes Us coni<}ues passant par les quatre points 

donnés (*). 

Si deux coniques sont telles qu'elles interceptent, sufune mêmt 
droite donnée , des cordes dont les milieux coïncident ; la même 
chose aura lieu pour toutes les coniques qui , passant par les qua- 
tre points d'intersection de ces deux là , couperont la droite donnée, 

Gén^ralemeat, toutes les coniques passant par 4 — " points don- 
nés , et assujéties en outre à la condition que les conjugués de 
n de leurs diamètres , parallèles à n droites données , passent par 
n poiats fixes , se coupera en outre en n points. 

SI B= 4 ( les coniques seront semblables et concentriques , de ma- 
niète que 1er points d'intersection passeront à l'inrini. 

Pour dernier exemple , supposons deux points ( a, 3 ) , ( a', i' ) 
tels que l'un d'eux soit situé sur la polaire de l'autre relatiremeot 
i la courbe (i) ; cette circonstance sera exprimée par l'équation 

ou 

Aaa''\-Bhh'-^C{ah'-^ha')-^'D{a'\-a')-JfE(h +i')+^= o j 

^nation dont la symétrie prouve qu'alors réciproquement l'antre 
point se trouve situé sur la polaire du premier. Or, c'est là une 
équation linéaire entre les coefficiens de l'équation (i) , et chaque 
système de deux pareils points en ibarniraît une semblable; donc 

Toutes les coniques passant par Toutes les coniques touchant 
4 — n points donnés , et assujéties 4— n droites données , et assujéties 
à la condition que, par rapport à la condition que ,par rapport 
à elles y les polaires de n points à elles , les pâles de n droites 
donnés quelconques passent res~ données quelconques soient situés , 
peelifement par autant de points respectivement sur autant de droi- 



(*) Ceit précitém«nt c« qui « ^té démontra h U pig. io6 da précédent 
Tolume. 

J. D. G. 
Tom. XIX. i5 
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également donnés , se coupent tes également données , touchent 
toutes aux quatre mêmes autres toutes les quatre mêmes autres 
points. droites fixes. 

On Toit de suite que ce dernier ihéorème conduit à ceux qui 
ont e'të démontrés auparavant , lorsqu'on .suppose que les n pôles 
passent à t'inûni. 

Bonn , 8 juin i8a8. 



GEOMETRIE DE SITUATIOIV. 

Recherches sur les lois générales qui régissent 
les courbes algébriques ; 

Par M. BoBiLLXER , professeur à l'Ecole des arts et métier» 
de Châlons-sur-Marne. 

(VWWiWVWWVWW* 

Nous nous proposons , dans ce qui va suivre » de revenir de nou- 
Teau sur des propositions d^jà démonlr^ei , pour les établir d'une 
manière a la fois plus simple, plus directe et plus générale. 

Soit une courbe quelconque du m.""" degré , rapportée à deux axes 
quelconques et exprimée par l'oqualioQ 

M=o , (i) 

eu J et y. L'équation de la tangente à cette conrbe, en l'un quel- 
conque ( x',/' ) de ses poinis, sera , comme l'on sait, 

_ {x^x')+ — (y-y')-o î (a) 

les coordonnées x' ^y' du point de contact étant liées par Féqua- 
tion de relation 
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M'—o . (3) 

Si , laissant jr' et y' indéterminés , on veut profiter de leur Indé- 
termination pour assiijctir la tangente à passer par un point (a,b) 
'donné sur le plan de [a courbe , il faudra esprtmer que l't^quation 
'(■2) est satisfaite en y faisant simulianémeut x:=a et j^=:^ , ce qui 
la ctwingera en celle-ci 

ou } ce qui revient au même , 

de sorte que les points de contact des tangentes i la courbe (i), 
issues du point ( a, â ) ^ seront donnés par le système des deux 
équations (3) et (4) , ou , ce qui revient au même , par la com-r 
biuaîsou de l'équation {■) avec l'équatioa 

ces points seront donc ceux où la courbe proposée sera £onpée par 

celle qu'exprime l'équation (5). 

L'équation (5) n'étant, comme l'équation (ï),que du m."" de- 
gré seulement , il s'ensuit que le nombre des points de contact , 
ni conséquemment le nombre des tangentes issues du point ( d, ^) 
ne saurait être supérieur & m' (*) ; maïs nous allons voir que le 

(•) C'est sans doute par de semblables considérations que Waring, dans 
■es Miieeîîanea Analityca que nous n'avom pas pr^entement soas la maiD , 
fixe k m> limite da nombre des tangentes qu'on peut mener à une courb* 
' du m."'" degré , de l'un quelconque des point* de son plan. 

J. Z). G. 
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nombre de ces tangentes est réellement inférieur à cette limite. 

Lorsque des points sont donnés sur un plan par le système de 
deux équations en :ret y, ils le sont également par le système 
de l'une d'elles et d'une combinaison qtielcoRqoe de l'une et de 
l'autre. En conséquence , puisque les points de contact des tangen- 
tes issues du point ( a,b ) sont donnés par le système des deux 
équations (i) et (5) , ils le seront aussi par la piemîère de ces 
deux là f combinée avec l'équation 

laquelle sera ainsi, comme l'équation (5), celle d'une courbe cou- 
pant la proposée aux points de contact cherchés. Or, en vertu da 
théorème coànû sur les fonctions homogènes , tous les termes de 
m dimensions en s et y disparaissent de celle-ci qui ne s'élève 
conséquemment qu'au (m —i)**" degré; en la combinant donc avec 
l'équation (i ) elle ne donnera au plus que m(m — i) , systèmes de vai- 
leurs pour les coordonnées des points de contact ; d'où il suit que 
le nombre des tangentes menées à la proposée, par le point (a^h) 
' ne pourra ('élever au-dessus de cette limite (*). 



(*) De même que, par soite du théortma des foncti»ns homogénei , la 
limite m> Rxée par 'Waring se trouve trop élevée , il «e pourrait qu'en vertu 
de quelijue antre théoriiue, inaperçu jusqu'ici , la limite ni(m^i} la 
fût trop aussi; car il faut bien remarquer que des deux équations (i) et 
(6), U première seule est quelconque , tandis que l'autre en Mt déduite 
d'une manière tout k fait particulière. Or, s'il était vrai qu'on ne pût paa 
mener h une courbe du m,'"" degré Ri(fn^l) tongentes d'un même point, 
il serait faux que la polaire réeiproqqe d'une courbe du m.""* degri ùàt 
t'éleTer au [mCm-f-t)]'"" <Icg,ré. MM. les commissaires de l'Académie royal • 
des sciences ont donc été fondés 11 dire. ( Bullttin des tcitncts mathéittatiqvtt , 
avril iSaS, pag. 337 ) que cette dernière proposition était encore k démon- 
trer. H. Poncelet nous a lui-même offert des exemptes de courbes du troi- 
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' LVqaatîon (6) étant ainsi celle d'ane courbe qui coape la pro- 
posée en ses points de contact srec les tangentes qui lui sont me~ 
nées du point quelconque (a, i) de son plan , et cette équation 
n'étant que du (m—t)'"" degré seulement; en invoquant le prin- 
cipe des polaires réciproques on sera conduit à établir ces deux 
théorèmes : ■ 

THÉORÈME /. Z€s point» THÉORÈME L Les tangen- 
te contact des tangentes menées les menées à une courbe au m,""^ 
à une courbe du m."" degré , de degré , par ses intersections avec 
tun quelconque des points, de son une transversale rectiligne quel- 
plan ^ sont tous situés sur une conque y touchent toutes une courbe 
courbe du (m— i)"™* degré au du (m-— ly"" degré au plus Ç*^, 
flu, {*). 



f!ènie degr^, auaquellea on ne poarait meoer que troii tangantes par on 
quelconque des pointa de leur plan ; mais U ne noua en a point indiqua 
de ce degfë , pour tea<iuelle> ces tangeatea soient aa nombre de six. Il ne 
nous a pas mâme mvntrd, ce qui aurait'pu suffire, une courbe GOntinue tra- 
cée arbitrairement k la main , de laquelle on vit clairement i." qalaucnne 
droite ne peat la oouper en plus détroit points; s.** qne , néanmoins d'im 
sertain point , on peut lai mener aîx tangaates. 

J. 0. G. 

(•) M. Poncelet observe , arec beaucoup de raison ( BulUfin des seîenett 
mathématiques , mai i8a8 , pag. 3oi ) , que c'est par erreur que U. Bobiliièr 
et noas, avons attribué ce tbéorème k M. Vallès, attendu qu'il se trouve 
clairement indiqué h la pag. aiS de notre V1H.« volume. Du reste, l'er- 
reur de M. Bobillter sur ce point est fort excilsable , ear il ne connaît pas 
notre V1II,« volume qui ne ae trouve plus anjourd'bui daai la librairie ; 
et quaat k nous , lî M. Poncelet vent bien prendre la peine d'ouvrir no- 
tre XVr.« volume , k la pkge ï3a , il y Terra proposa k démontrer, comme 
;nouveau , un théorètne que nous avions nous-mème démontré 1 la page 
" aSa de notre IX.* valûmes cl il ne saurait r ai lou noble ment exiger de nous 
que noua a/ons plus de mémoire de ses oeavres que des nôtres, Poisse-t-il 
iri*r« assea long-tempg pour apprendra , par sa propre expérience , qn'avîo 
l'âçe U mémoire s« perd tout aussi bien que les cheveux. 

• - J,B.G. ' ■ 
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Cette coorbe est ce que nous Cette courbe est ce que fioas 



avons appelé ( Annales , totn. 
XVllI , pag. 253 ) la courbe po- 
laire tlu point dont il s'agit , par 
rapport & la courbe directrice pro- 
posi?e. 



avons appelé ( Annales , tom. 
XYIII, pag. a53 ) la courhe po- 
laire de la droite dont il s'agit, 
par rapporta la courbe directrice 
proposée. 



Si le point de départ^ "i^) ^^s tangentes est mobile snr un 
droite ayant pour équation y=u^ » oo devra avoir b^^ua , ce qui 
changera l'équation (6) eu celle-ci : 






(7) 



dur dM 


SM dftt 


Tx+-^d7='°^' 


ïr+«-^ 



Si , dans cette équation , on considère a comme un paramètre 

variable , cette équation ne pourra être satisfaite que par les sys- 
tèmes de valeurs qui satisferont à la fois aux deux suivantes : . 



(8) 



lesquelles cxprimedt deux courbes du (m— ■)'"" degré, qui se coo-^ 
peut en (jn-^-i)* points seulement; or, comme l'origine esl quel- 
conque , la droite donnée par l'équation y=:.xx est une droite quel- 
conque ; de sorte qu'en invoquant la théorie des polaires récipro- 
ques on aura ces deux théorèmes : 

THÉORÈME II. Les courbes THÉORÈME 11. Les courbes 
polaires de tous les points d'une polaires de toutes tes droites, ^ui 
droite indéfinie , relatives à une passent par un même point Jixe , 
directrice tjuelcontjue du m."*" de- relatives à une directrice ^uel— 
gré y se coupent toutes aux (m— ^y connue de m,^" classe , touchent 
mêmes points fixes. toutes les (m— i)* mimes droi- 

tes fixes. 

Ces points sont, ce que nous Ces droites sont, ce que nons 
iTons appelé ( Annales , tom. avons appelé ( Annales > tom. 
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XVin , psg. a54 ) les points po- XVIII , pflg. 254 ) les droites po- 
laires . de la droite dont il s'agit, loiresda poïat dont il s'agit, rC- 
relatÎTement à ta courbe direc- lativement à la courbe direciricç 
icice proposée. proposée. 

Si , dans tes équations (8) , on suppose a variable, les points d'in- 
tersection des deux courbes varieront aussi ; mais ces points seront 
toujours situe'» sur la preuiicre des deux courbes , dans l'éc^uation 
de laquelle et n'entre pas; or, faire varier a c'est faire tdunier la 
droite yssay autour de l'origine > qui est quelconque sur le plan de 
la courbe (i); et comme .d'un autre côte* la pretnière des équa- 
tions (8) n'est autre chose que l'équation de la courbe polaire de 
l'origine, on a encore ces deux théorèmes : 

THÉORÈME m. Siunedroitg THÉORÈME Ul. Si an point 
tourne, dans le plan d'une courbe parcourt une droite , dans le plan 
directrice , autour de Tun des dune courbe directrice , les droi- 
points de sa direction , les points tes polaires de ce point envelop- 
polaires de cette droite parcour- per'ont la courbe polaire de cette 
Tont la courbe polaire de ce point droite fixe. 
fixe. 

Soit |i une constante indéterminée» et soient deux courbes du 
-m.*™* degré données par les équations il/'=o , M"^ti\ l'équation 
-générale des conrbes de ce degré passant pu leurs inlersectioas sera> 
comme l'on sait, 

Jtf'+(iJlf''=o ï (9) 

posant donc 

il viendra y en diUécentiant , 

dH_dM' dM» ^_i!^_i. d*** ^, 
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tubsUtntnt ensuite dans (6). en y faisant a et è nuls, on obtien- 
dra , i>0Dr la courbe polaire de l'origine , lelatÏTement à la di- 
rectrice (9) f 

/ dM' , dW \ / &w dJtf" ^ 






+r -^ — iBAf-h< (x 






(10) 



Or, quelle que foit la râleur attribua i la constante arbitraire ft , 
cette courbe polaire passe éTidemmeut par les (/n— i)' points fixes 
donnes par les deux équations 






'■3r+»'-<ir * 



on a donc ces deux ihëorèmes : 

THÉORÈME IF, Si tant de THÉORÈME IV. Si tant de 
courbes du ntJ"" degré ^a'on pou- courbes de m.**" chsse qu'on pou- 
dra passant toutes paries m* mé- . dra ont toutes les m* mêmes tan- 
mes poirus fixes , les courbes po- génies fixes , Us courbes polaires 
laires dun point ^uelcon^ue y re- dune droite quelconque ^ relatives 
latives à toutes celles-là * passe- à toutes ces courbes « auront tou- 
ront toutes par les (m— i)* mé- tes les (m— ij» mêmes tangentes 
mes points également fixes, également fixes. 

C'est là, comme l'on- voit, la première partie des deux théo- 
rèmes de la page a56 du pr^c^dent volume » et les deax antres 
seraient tout aussi faciles â établir. 

Si l'ÀjuatîoQ M"=o est homogène en jr et y , elle exprimera le 
système de m droites réelles ou idéales, passant par l'origine; et 
cooséquemment les cvurbes comprises dans l'ëquation (g) auront 
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m sfoiDtu commuitM, issues d'ua même point} or, à cause de 
rhomog^éité de M" » on a ideatiquemeot 

d« ' •' d^ 

«u moyen de qao! l'équailoti (to) de la coiube polaire de l'on- 
gine , se réduit simplement à 

dM' , àW „, 
d* '■' dr 

de sorte que cette polaire est alors indépendante de la constante 
arbitraire fi ; on a donc ces deux tliéorèmes : 

THÉORÈME V. Si tant de THÉORÈME V. Si tant de 
tourhes du m.'"" degré qu'on eou- coitrhes de m.""' classe <ju'on vou- 
' dra eni toutes les m* mêmes dra ont toutes les m' mêmes tan~ 
points communs , distribués m à gentes communes , concourant m 
m sur m droites , concourant en à m en m points , appartenant 
un mime point y ce point u'aura à une mime droite ^ cette droite 
qu'une courbe polaire unique par n'aura qu'une courbe polaire uni' 
rapport à toutes les courbes pro- que pcr rapport à toutes les 
posées ; cette polaire contiendra courbes proposées ; cette polaire 
consèquemment les points de con- sera consiquemment enveloppé* 
tact de toutes les tangentes me- par les tangentes menées à tou- 
nées û ces courbes par le mime tes ces courbes aux points où el- 
point. les sont coupées par cette droite. 

En supposant , en particulier, Jn=2 , on déduira de là ces deax 
propositions connues : 

Zes points de contact des tan- Z^s tangentes menées à tou- 
gentes menées à toutes les lignes tes les lignes du second ordre 
du second ordre circonscrites à inscrites à un même quadrila- 
un même quadrilatère, par le tire par leurs points d'inier sec- 
point de concours de deux tôtis . tion, a^ee la droite qui joint deiix 
Tom. XIX ,6 
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opposés de £6 quadrilatère , ap- sommets opposés de ce guadrtla-^ 
partiennent tous à une seule et tire , concourent toutes en un 
même droite , polaire commune seul et même point , pôle com~ 
de ce point , relativement à tou- mun de cette droite , relatipement 
tes ces courbes, à toutes ces courbes. 



GEOMETRIE DE SITÎJATIOlï. 

Double théorème de géométrie à trois dimen^ 
si on s ; 



par M, Gergonkb. 



On a tu , à la page 149 du précèdent volume , qne nous éioni 
redevables à la sévère critique de M. Poncelet de la double clas- 
sification des lignes et surfaces courbes que nous avons adoptée de- 
puis lors ; double classification tout à fait indispensable (*) h rai- 
son de sa. liaison intime arec le 'principe de dualité (**) j et qu'il 
serait très-peu philosophique de vouloir repousser sous le prc'texte 



(*] Nont disons inàûpensaile , clans l'hTpothïte dn moins où le degré de 
la polaire réciproque d'une courbe serait plus élevé que le sien | ce qui peut 
£tre vrai , mais que des juges très-compétens , du cIioiiL de AI. PoBcatet lui- 
miîme , ne regardent pas comme sutfisammcut démontré. 

(**) NpUs avons long-temps liésitë à employer cette expression^ tant à 
cauM du mauvais accueil que reçoivent d'ordinaire du public les locutions 
nouvelles , que parce que le mot dualili est un des termes d'une philosophio 
dont nous faiîous assec peu de cas. M. Poncelet , e» l'adoptant , en adop- 
tait ipSme le mot tri»{iti 1 npiu a beaucoup eobardù k eo fûra nsago. 



DigitizedbyCuOOQlC 



THEOKEME. n5 

«u'elle est inusitée en géométrie, puisqu'alors il faudrait anssî re- 
jeter , du Traité des propriétés projectives , el de beaucoup d'autres 
ouvrages modernes , d'exceUenleS' choses qu'on ne renconire ni dfins 
Appolloaius ni dans les autres auleurs de la même époque. 

Nous devons aussi Â cette attention scrupuleuse avec laquelle M. 
Poncelet veut bien scruter tout ce que Dons publions dans notre recueil , 
de réparer une omission' que nous avions Gommise à la pag. 826 
de notre XI.* volume. Nous avions essayé de démontrer, en cet en- 
droit , par les principes de la statique , un curieux théorème de géo- 
métrie plane de M. Coriolis, ainsi qu'un autre théorème que le 
principe de dualité nous en avait fait déduire. Parvenus à la lin de 
notre tâche , nous nous aperçûmes que la démonstration que nous 
avions donnée du premier de ces deux théorèmes n'exigeait pas 
nécessairement que les points qu'on y considérait fussent situés dans 
un même plan ; mais , tout en faisant cette remarque , nous dûmeS' 
ajouter qu'il n'en était pas de mi^me des droites dont il était ques- 
tion' dans- le second, attendu qœ , tandis que deux poids peuvent 
touj.our3 se composer en un seul, deux forces, au contraire, ne- 
peuveat se composer en une seule, qu'autant .que ces forces sont si- 
tuées dans un même plan-, 

M- Poncelet observe présenicmenr, avec beaucoup de xaison- , que 
le théorème de M, GotioUs , étendu , comme nous l'avons fait , aux 
trois dimensbns de L'espace, n'en a pas moins un corrélatif qui 
s'en déduit eu y remplaçant les points par des plans. C'est, en ef- 
fet, une remarque qui nous avait échappé, mais dont nous nVu- 
xioas pu faire d'ailleurs aucun usage en l'endroit cité , quand bien- 
même elle se serait alors offerte à notre esprit, attemïu que , d'une- 
part , nos hioyeos de démonstration n'auraient pu atteindre i ce nou- 
veau théorème , et que , d'une autre , les idées de dualité n'étaient pas- 
assez répandues à. ceue époque pour qu'il pût nous- être permis de- 
conclure ce théorème de l'autre, comme un sunple corollaire. 
- Aujourd'hui , au contraice , qu'il doit être- bien connu que- Itius- 
]£s théorèmes de situaiioo marchent '^gar couples, il nous suffira; 
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d'avoir d^monlrt? l'un d'eax, & l'endroit cit^, ponr que l'anlre soil 
admis sans contestation. Ils peuvent d'ailleurs étredëmonirës, cha- 
cun en particulier et même sans aucune sorte de calcul, comae 
il arrive pour tous les théorèmes de ce genre, eu suivant une mar- 
che analogue à celle qui a élé indiquée à la pag. 69 de notre XII." 
volume; et c'est une chose à laquelle nous regrettons de n'avoir 
pas songé en publiant notre article de la pag. 209 de notre XYL* 
volume , article dont la démonstration de ces deux théorèmes au- 
rait fait un supplément très-convenable. Pfous nous bornerons ici i 
présenter les deux énonces dans une rédaction uniqne. 

THÉORÈME. Soient, dans l'espace, n\ ^^"" | quelconque 
numérotés arbitrairement ainsi qu'il suit 

(O.W.(3) (») . 0-"Sér!.). 

Chacun de ces I i, avec celui qui portera le numéro immé- 

diatement snpérienr, déterminera une droite; de telle sorte qu'on 
aura ainsi n— i droites , que l'on pourra designer respectivement 

par l'ensemble des indices des deux \ . \ qui déterminent cha- 
cune d'elles , en cette manière 



. ( poinU pris ) . 

So'^^^-'JpIanscoadaiu \ '«Fictivement , et dune manière 

tout à fait arbitraire J J ces r*-i droites ; et soient désignés cet 
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î ni { P" I'eD3emWe des noméros de la droite ) "'^S laqut! 

chacuQ d'eux est J , . } eu cette manière : 
( (xmdait ) 

0,2) , (2,3J, (3,4), „.... (n-i,n) . ( 2." S/rù ) 

En prenant deux à deux , de toutes les manières possibles , 1( 
i laai { *^^ ^^"^ séries , doDl les indices comprennent «nsembl 
trois nombres consécutifs de la suite naturelle , sans répétition n 
lacune , ces couples de j ""^ ) détermiuerant une^ noliyâle sait 
de 2(n— 2) droites dont chacune pourra encore être désignée pai 
l'ensemble des indices des deux j ^ " i qui auront ' concouru' i 
ca détermination , en celte manière : 

(')(s.3), (3;(â, 4) , (3X475), ....... (n-2)(„_i,„) , 

(f,a)(3), (2,3)(4), (3,4X5). (i-x,n— i)(nj.- 

Or , il arrivera que les droites ponant les mêmes nombres i lent» 
indices, lesquelles sont, comme l'on voit, les droites correspon- 
a.nt.s,dans les deux ligne. 1 ■^'>»"""°»; J „ „„ même j ■""■"> 

et donneront ainsi naissance à n~2 nouveaux j '"'°'' jquel'on poniV» 
également désigner respectivement par l'ensemble des indices des 
deux droites qui auront concouru à déterminer cbacuu 4'eux, en 
sétte manière : ' 
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£n preoant de nonv«au deux à deux, de toutes les maniùres 

possibles, ceux <l"î , ( *^" ^'^'^ séries dont les indices portent 

ensemble quatre nombres consécutifs de la suite naturelle , sans'rc'- 

pétition ni lacune, ces couples de ? / détermineront de nou-> 

Telles droites , au nombre de 3(n— ^3) » dont chacune pourra , de 
la même manière , être désigne'e par l'ensemble des indices des 

deux < , ' ) qui auront concouru ii sa détermination , en cette 
f plani I * ' 

manière : 

■(.t){^A4), (3X3,4,5)., (3)C4,S,6), Cfl-3);n-2,B-i,«) . 

((,a)(3,4). (2,3X4,5), (3.4)(5,6). ....- C»-3,«-2).(«-i , «K' 

(1,2,3X4), C2A4)(5), C3>4,5};6) (n— 3,B-3,n-i)C«) .. 

Or , il arrivera que les systèmes de trois droites portant les mê- 
mes nombres à leurs indices , lesquelles sont ,. comme l'on voit ^ 
. ... . I (concourront ). 

celles qut sont mscntes dans une même colonne < . , / 

* ( seront, situées ) 

en un même ( I, et donneront ainsi naissance à n — 3 nou« 

i pu». ( 

Teaux!^'"' i qae Von pourra continuep à désigner respectivement 

par l'ensemble des indices des droitts qal auroni. concoutu à l^uc 
détermination , en cette manière :. 

(i>3,3,4),(3A4,5),(3,4,5,6),..,(n-3;/î— a,n-i,7i).(4.""5ir«); 

^ goiiESiiiTAnt CQUtiiHwUement lé ip^me pcocédé , oïl obtiendra; 
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,. ,v , . ( concouraDt } . 

fuccessiTement 4(n — 4) droites j > quatre à quatre ea 

. C points 3 ' . -, r-v 1 ■ S concourant ) . , . 

fï — 5! ), et ainsi de suite j de sorte qae l'on parviendra fina- 

lement k n—i droites désignées respectlTement par 

(0(2,3,4, ..-.;« «-!,«).: 
<',2X3,4.5, ...... «-I i b) ; 



(<,2,3, ..« n— aXn— 1 , n) ; 
(r,3,3, .«. n — 2,n — i)(n) ^ 
« *8iico«pant ?.. t point 1 . , , . . 

] <!..<.. \ '°"'" '" "° I pu. I "°"I« **'8"^ P" 
£i,a,3 , ;; — _.. a— a , n— i , «) , 



\ 
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RECTIFICATION? 



OÉQMETRIE DE SITUATIORT. 

\ectiJications de diverses propositions énoncées 
dans les Annales ; 

Par M. Gehgokne. 



JN annonçant ( BulUlin unîventî^ mai tSaS, pag 3o3 ) que les rectIG. 
tîons que naut avions iiuliquesi ( AnnaUs, iopi.XVIU, pag> i49 ) pour 
itre Jtîimoire sur Us lois gfniralts ç«i régissent les lignes et surfaces cour- 
r ( tom. XVIt , pag. ai4 ] étiiient loin de sçâire , M. Poncelf t nous avait 
ilement effraj^s que noua < n'avion» pas eu le courage de relire ce iné> 
jire, dans la crainte d'y trouver trop i réformer. M. Chasies a bien todIii 

lïndre cette peine et y joindre obligeamment celte de nous indiquer l«i 
o;)Osittons qu'il avait trouvé . defautueutea ou inexactement de'dnites. Noua 
'ons éli agréablement surpris en apprenant que tout portait uniquement 
ir quelques corollaires tris-accesaoires , et qoi n'intéressent en aucune 
irte le fond de notre travail ni de nos doctrines. Il ne s'agit , en 
Fet, que des corollaires VI de la pag, 240 et des corollaires II de la pag, 
1,4, qu'on pourra supprimer si l'on vent, on bien que l'on conservera 
1 j substituant, nu contact simple qui s'y trouve mentionné» ud contact au 
tond ordre ^ et en modiG<ibt d'une manière convenable les considérât ions 
ù amènent les corollaires VII de la pag. a^o. 

La nécessité de ces rectifications tient , comme l'observe très-bien H. 
uslesj à ce que, pour que deux surfaces du second degré qui se tou- 



Digitized byCjOOQlC 



ESSENTIELLES. 121 

ehent ea un point se coupent en outre saivaDt uoe conrbe plane , il ne 
■uffit pas qn'elles aient ea ce poiot un simple contact , mais qu'il faot que 
le eontact qui existe eutre elles soit un contact du second ordre. 

Comme ceci n'intéresse que nous, nous y attachons asset peu d'impor- 
tance; mais il est d'autres rectifications qni nous tiennent beaucoup plus 
au ccear,' parce qu'elles intéressent M. Chasies, à qui nous arons fait dire, 
en divers endroits, des choses qu'il n'avait pat dites et qui De tont point 
parfaitement exactes. 

D'abord, daas le XVIU.' volume, pag. 317, ce qni suit le 4.* doit être 
lu ainsi : 

A ces principes on pourra joindre encore les suivans qui , aa 
surplus , ne sont point nécessaires pour la première solution du pro- 
blème et dont la seconde n'exige que l'applicaiion du dernier ; 

».* Le pôle d'une droite , par rapport à un point directeur ^ 
est ce point lui-même. 

a.^ La polaire d'un point , par rapport à un point directeur 
considéré comme conique infiniment petite , est le conjugué du dia- 
mètre qui contient fautre point» 

*3.* La polaire d'un point ^ par rapport à une droite directrice ^ 
est une parallèle à cette droite située du côté opposé, à la même 
distance où en est le point. 

4.' Le pôle d'une parallèle à une droite directrice est un quel- 
conque des points dune parallèle à cette même directrice située 
à la même distance du côté apposé. 

Dans le môme mémoire, p»g. Si^, ligM 16 , il faut remphrcer la coa- 
jonction et par le pronom relatif qui. 

Dans le dernier mémoire du XIX." volume, pag. 66, le verbe couperoDl 
doit être remplacé par te verbe toucheront. 
. Le n.» 24, pag. 83, doit être la comme tl suit: 

34* ^"e surface directrice du second ordre et une autre sar^ 
face du même ordre étant données dans l'espace ; 

Si ton conçoit un angle trié- Si l'on conçoit un trîanele pa^ 
Tom. XIX. 
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dre çariahh et mobile autour de riahle et mobile dans son plan ; 
son sommet , supposé fixe , tel supposé fixe , tel que la polaire 
que la polaire de chacune de ses de chacun de ses côtés passe cons- 
arêtes soit cor^stamment dans le tamment par le sommet opposé ; 
plan de la face opposée ; _ , * 

I.* Les points d'intersection i." Les plans tangens menés à 
des arêtes de t angle trièdre , par la seconde surface , par les côtés 
la seconde surface , seront les du triangle , seront les faces d'un 
sommets d'un octaèdre hexagone hexaèdre octogone variable cir- 
variabîc inscrit, leauel sera cons- conscrit , lequel sera constamment 
tamment circonscrit à une iroi~ inscrit à une troisième surface 
sième surface fixe du second or- fixe du second ordre% 
dre. 

a.* Les plans mobiles tangens a.* Les points mobiles d'inter-' 
à la fois aux courbes suivant section des surfaces coniques eir~ 
lesquelles la seconde surface sera conscrites à la seconde surface 
coupée par les trois faces de tan- dont les sommets seront ceus du 
gle trièdre , seront les faces d'un triangle , seront les sommets dun 
autre octaèdre hexagone variable, hexaèdre octogone variable y cons~ 
constamment circonscrit à une tamment inscrit à une quatrième 
quatrième surface fixe du second surface fixe du second ordre, 
ordre. 

Et y' si le triangle et t angle trièdre sont polaires réciproques 
Fun de t autre , les deux octaèdres hexagones et les deux hexaè- 
dres octogones seront aussi polaires réciproques les uns des au- 
tres , chacun à chacun. 

Le 2.*^ de la page 83 doit être lu de la manière lulvante ; 
2.° 5/, par un point fixe y on conduit trçis plan? mobiles ^ cons- 
tamment parallèles à trois points diamétraux conjugués dune sur- 
face fixe du second ordre , les plans tangens à la fois aux cour- 
bes suivant lesquelles ces trois ^lans couperont une deuxième sur- 
face fixe du second ordre t seront .ks faa^s dun QCt(th4r9 hein-» 
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gone pah'aile consiemment circonscrit à une troisième sur/ace Jixe 
du second ordre, 

Enâa nous obserrerons que te dernier thëorème du m(5inoire ( pag. 85 } 
■'eit autre que le tlidorème du n." 17 ( pag., 78 } reproduit sous use 
«utre forme (*}. 



(*) Nous saistsions arec e m prestement cette occasion ponr témoigner no- 
tre regret de ce que quelques persoiroes. oient semblé prendre le change 
sur le sens de la note qui se trouve place'e an bas de la pag. 309 de notre 
XVIII.* toIuhm. 11 est cartes bien loin de notre pensée de vouloir dispu- 
ter k H. Cbasles la propriété de son beau théorème sur les projections 
stéréograpHiques f théorème dont il est en possessî«n depuis plus de qua- 
torze ans. Notre but était uniquement, eo écrÎTant cette note> d'informer 
«eun de nos lecteurs (fftk pouvaient rig)Qorer»q.ae-.ce théorème est aujour- 
d'hui bien connu et joamelleinent appliqué par les géomùtrcs allemands , 
soit que quelqu'un d'entre eux y soit aussi parvenu de son côté, soit, plw 
probablement, qu'ils en aient pris connaissance danB la- Corrtiponàùnëe sur 
f Ecole polytechnique et dans le Traité des surfaces du ttctmà degré , de M. 
Hachette^ ouvrages qu'ils «itent asseï fréquemment. 

Nous n'avons entendu parler , au aurglus , que de la première partie du 
théorème, et non de la seconde , comme pourrait le faire croire la ma- 
■iére dont il a été rendu compte du lue'moîfe dans le Buïlilin uniierstl 
tjnillet i8a8, gag. i5-> 
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ANALYSE ALGEBRIQUE. 

Note sur un symptôme d^eocistence de racines 
imaginaires^ dans les équations algébriques 'y 

Par M. Gergohwe. 



fMWWVWWVWWWWWWWt 

Xl a dtû di^uiontré, dans le XYI.* volume du présent recueil ( pag. 
385 ), qu'au/an/ on rencontre, dans une étjuafion algébrique ^ àe 
séries de trois termes consécutifs formant une proportion continue 
par tjuotiens , autant Téquolion a de couple? de racines imaginai' 
rcs au moins. 

Dans une lettre qu'il nous e fait l'hoonenr de nous adresser , 
il y a dëjà un peu de temps , M. Dupré , ^lère distingué de l'Exole 
normale du collv'ge royal de L<^is-le-Grand , et qui , comme on l'a vu . 
( tom. XVIII, pag. 68) , s'est aussi occupe des symptômes d'existence 
des racines imaginaires dans les équations , objecte contre cette propo- 
sition qu'il s'ensuivrait qu'une équation complète du troisième degré, 
dunt les quatre termes forcieraieut une progression par quotiens, 
devrait avoir quatre racines imaginaires. ' 

Mais il résulte clairement de la démonstration même » donnée à 
l'endroit cité , que , dans le cas de plusieurs séries de trois termes 
consécutifs formant une proportion continue par quotiens , la pro- 
position ne saurait êtce vraie qu'atitant que les pliis yoisînes de 
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CM séries de trois termes consécutifs n'auraient aa plus qu'ua 
terme commua, ce qui ue saurait avoir lieu dans 'le troisième de- 
gré. L'équation du degré le moins élevé , dans laquelle ou pourra 
rencoDtrer deux séries disjointes de trois pareih termes, sera doue 
noe équation du quatrième degré. Elle sera de la forme 

qui revient \ 

et qui a; en effet , ses quatre racines imaginaires. 

M. Dupré, qui s'occupe aussi de recherches d'un ordre plus 
élevé , observe , dans la m^me lettre , qii'-au lien de jéduire les 
fonctions elliptiques > comme on le fait ordinairement aux troit 
formes 

où fi= \/^+B»»+C«ï , on pourrait les réduire seulement aux deux 
dernières formes , attendu que la première n'est qu'un cas particulier 
de la seconde. On a, en efiet, comme le prouve la dilTéreniiation , 

. ' -Arc. fsin.= 1/7+7 //rrx3_£. — ky^ 
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qui donnera / -rr- , lorsqu'on saura intégrer 7 — , — < — , 



^al rentre dans 



(.■+«1'» 



GÉOMÉTRIE ÉLÉMElVrAIRE. 

Rectification approchée de la circonférence ; 
Par M. Spichi , ëludiant en. philosophie à Beclio> 

IWWVliWVVWMKWV 

.^i^ =3,141591953 i 

mais ou sait que 

««3,i4i59a653....„.. j 

voiU dooË ane expression finie dit nombre v qni. n'est pas fauui« 
d'un millionUme d'unité. 
pr» cette expression peat 4tre mise sous la forme 
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et alors ell« sera facile à construire graphiquement , ainsi ^e l'air» 
approchée d'uo cercle doat le rajon sera doaaé (*). 

( Extrait du Journal de M, CreUe , ton». III , pag. 83 ). 



<*) Quelqu approchëe ^e wU cetf* expreinoD» elle l'eit nuiu tOQtefqi* 

^uela fvrmaLe 



Sot4-8o\/ÏÔ » , _ ---„ 

OT= — ^^ I =3,i^i5926536.. 



que ttoat aTons £ût coimaUre duu le VUL* Tidane du pr^Bt reCBcU 



DigitizedbyCjOOQlC 



138 QUESTIONS PROPOSÉES. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorèmes de géométrie proposés à démontrer ; 
Far M. J. S t e i k s r , de Bei-Iïn. 



OoiENT , sur un même plan , six 
p6iuis dont- trois sur une droite 
et trois sur une autre. Si l'on 
joint, deux à deux, les poinlsd'uQe 
série h ceux de l'autre s^iie par 
neuf droites, ces droites se cou- 
peront , doux à deux , en </;>- 
huit nouveaux points distribuas, 
trois à trois , sur sis droites qui 
coucourrotil elles-'ioémes, trois à 
trois i en dcu^c nouveaux points. 



OoiENT , sur un même pîan , six 
droites dont trois concourant en 
un point et trois eu un autrt'. Les. 
droites d'une st^rie auront , avec 
celles de l'autre série , neiffptmUs. 
d'intersection ; ces points déter- 
mineront, deux à deux, iix-huit 
uouvellesdroites concourant, trois 
à trois, v:iï six points qui seront 
eux-mêmes, trois à trois, sur ^f^ujr 
DouTelles droites. 



DigitizedbyCjOOQlC 



SURFACES ALGEBRIQUES DE TOUS LES DEGRES. H9 



GEOMETRIE ANALYTIQUE. 

Recherches sur les surfaces algébriques de tous 
les degrés ; 

Par M. le docteur Plooker, professeur à TOniversilë de 
Bonn, 



S- I- 

vIn sait qae Tteuf points sont nécessaires defts l'espace , pour dé- 
terminer complètement une surface du second degré, et que, géné- 
ralement parlant, on n'en saurait faire passer qu'une seule par neuf 
points donnés : d'oà il suit qu'une infinité de surfaces de ce degré 
peuvent passer par les huit mêmes points. On ne saurait donc être 
surpris , d'après cela , de voir trois surfaces du second degré se 
couper en huit points. 

Mais on sait aussi que dix'jieuf points sont nécessaires pour dé- 
terminer complètement une surfact du troisième degré , et , qu'en 
général , il n'en saurait passer plus d'une par dix-neuf points don- 
nés; et on doit, en conséquence , éprouver quelque surprise en 
considéraot que trois surfaces du troisième degré se coupent en 
vingt-sept points. 

Pareillement , trente-qvatre points de l'espace déterminent cora- 
ptètement une surface conique du quatrième degré ; et néanmoins 
trois surfaces de ce degré peuvent avoir entre elles soixante-qua- 
tre points commuas. ' 

En général, le nombre des points de l'espace nécessaires pour 

Tom.XIXf ».» Vf 1." novembre i8a8. 18 
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la détermiaat 

IR4-2 m+3 



la détermiaation complète d'une surface du m,'"" degré est ■■* 



— ~ - •— 1 1 et ces points n'ea déterminent qu'une seule. D'un 

autre côte , trois surfaces de ce degr^ peuTent se couper eo m' 
points de l'espace. Si donc on choisit le nombre entier m > de telle 

, . , , m+i m+a m-4-3 
sorte que m* soit plus grand que—— — -~^i,ceqni 

arrivera toujours pour m>3, on aura un exemple de trois sur- 
.&ces du même degré, assujéiies à passer par plus de points ^nll 
n'en faudrait pour la dëterminatiou complète d'uae seule d'entre 
elles. 

Voilà donc un paradoxe a]>parent tout & fait analogue i celui 
qui nous a déjà occupé, relativement aux lignes courbes, dans un 
précédent article , et qui s'explique , comme celui-là , en considé- 
rant que, lorsqu'on parle du nombre des points de l'espace né- 
cessaire et suffisans pour la détermination complète d'une surface , 
-on sous-entend toujours qu'il s'agit de points pris au hasard dans 
l'espace, n'étant liés entre eux par aucune relation j et que tels ne 
sont point, en général , les m* poiuts d'intersection de trois sur- 
fecés "du m."" degré. 

Ce paradoxe doane naissance à des théorèmes analogues i cens 
que nous avons déduits , & la pag. 97 du présent volume, du sem- 
l>lable paradoxe relatif aux lignes couri>es t théorèmes non moins 
féconds qae ceux-là en conséquences curieuses, et dont la recher- 
che ra présentement nous occupes. 

s. M. 

Deux surfaces du m,''^ degré se coupent, comme l'on sait , sui^ 
Tant une courbe à double courbure , dont la projection sur un plan 
quelconque est, en général, une courbe du ('**)^' degré ; et trois 
pareilles surfaces se coupent, comme oous T«aoas de rob»WTer.t 
en m* poiais au plus. 



DigiiizedbyCjOOQlC 



DE TOUS LES DEGRÉS. i3i 

Sment donc 

1|C ^aations de ces trois surfaces i \'équa\\oa 

daas laquelle p et (i^ sont supposées des constantes indéterminées » 
sera celte de toutes les sarfaces du mj™ degré , passant par les m* 
points d'intersection des trois premières; de sorte qne^ bien que 
ces points soient , en général » en plus grand nombre qu'il n'est 
nécessaire pour déterminer complètement une de ces surfaces, ils 
les laisseront toutes néanmoins indéterminées. Mais si l'on se donne 
seulement deux points de plus , ces derniers, joints aux m* autres, 
délermioeront complètement une de ces sarfaces ; car ils donneront 
naissance à deux équations de conditions linéaires en p, et fi\ qui 
suffiront pour déterminer ces deux coefficieos , et , par suite , pour 
particulariser la sur&ce cherchée. 

Reparquons , en outre , que les équations 

ftJIf+Jïf"=o , fi'Jf'+Jf"=o , pilf-4-ji'ilf'z=o , 

représentent respectivement toutes les sarfaces da mJ^ degré pas- 
sant par les courbes i double courbure , intersections deux & 
deux des surfaces proposées. Une surface da m.'"* degré s'est donc 
pas déterminée par la seule condition de passer par les courbes à 
double courbure , intersections de deux autres surfaces de ce degré. 
Mais ici un seul point de l'espace par lequel une de ces surfaces» 
en nombre infini, sera assujétie a passer, suffira pour la déter-* 
miner complètement} car il en résultera une équation linéaire, soit 

m/ 

en fi , soit en p/ , soit en — , stUEsante pour fixer ^la Taleui de 
ce coefficient* 
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On voit par là <|ue toutes les surfaces du mJ"" degré qui pas- 
sent par les /n' points d'intersection de trois autres surfaces de ce 
degré, et en outre par un potnl donné, ont la même courbe d'in- 
tersection. 

Concevons présentement que , sur la courbe d'intersection de deux 

1. 1 ' 1 , 1 ■ - m+i m-4-3 
surfaces au m." degré, on prenne arbitrairement ■ 

— - — —a points; si Ion 7 ajoute un nouveau point quelconque 

de l'espace , une troisième surface , assujétie à passer par tous ces 
points , sera complètement déterminée ; mais nous venons de voir 
qu'elle le serait aussi, si on l'assujétissait à passer par ce même 
point et par la courbe d'intersection des deui premières ; en in- 
voquant donc le principe de dualité , on aura ces deux théorèmes: 
THÉORÈME I. Toutes les sur. THÉORÈME L Toutes les sur- 
faces du m."" degré qui passent Jaces de m}"" classe qui touchent 

m+i mfa m+3 œ+i m-|-a m-f-3 
parles " — 2m*- tes — — r, — ^^mcmes 

mes points , se coupent , en géni- plans , sont , en général , drcons- 

ral f suivant une mime courheà crites à une même surf ace ^4i~ 

double courbure. veloppable. 

Donc , en particulier , 

Corollaire. Toutes les surfaces Corollaire, Tontes les surfaces 
du second ordre qui passent par du second ordre qui touchent les 
les huit mêmes points , se cou- huit mêmes plans , sont inscrites 
pent suivant une même courbe à à une même surface développa- 
double courbure. ble. 

De même , trois surfaces du m.*"" degré se coupant en m* points ; 

• •• . m+ï m+a m+3 „ , ... 

SI Ion prend — —i de ces points, ei qu on y joigne 

deux points quelconques de l'espace, une quatrième surface de ce 
degré sera tout aussi complètement déterminée, parce système de 
poinu , qu'elle le serait par les deux dernières et par U totalité de» 
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»' points d'intersection des trois premières ; en ioTOqtiant donc 

encore ici le principe de dualité, on aura ces deni iMorèmes : 

THÉORÈME II. Taules lis THÉORÈME II. Toutes les 

sur/aces du m."" degré assujilies surfaces demi^ classe assujilies 

ni-fi m+a in+3 « » , t •»+' "+» '"■H a 
àpasserpar ——^—^ 3 à toucher — 5 î 

points donnés , passent en outre plans donnés , touchent en outre 



m+l m+a 0143 



+3 



par les m'-— • 

mêmes points fixes. 
Donc f en particulier » 
Corollaire. Toutes les surfaces 

da second ordre qui passeul par 

sept poiuls donoés , ont en 



1 a 

mêmes plans fixes» 



m+S 



+3 



Corollaire. Toutes les surfaces 
du second ordre qui touchent sept 
plans donna , ont en outre un 



Ire uuhuitième poialcommuo (*). builitmeplan tangent communC^), 



(•> Dans le troisième volume du Journal de M. Cbelle ( pag. ao» et ao5 ) > 
on reeoDtre ces deux théorèmes fort analogaes k cenx-U. 

T/TÉOnÈAffi. TouXas les surfactt du THÉORÈME. Tdii(« 7w aajaett au 
ttfoad ordre qui passent par sept des second ordre qui touchent sept des huit 
huit sommets «fun hexaèdre octogone , Jocet d'un octaèdre hexagone, touchent 
passent auisi par le huitième et lui sont aussi la huitième et lui sont coniéquem- 
consiquemment circonteritei. ■ nient inscrite!. 

Un anonyme démontre le premier de ces tbëorimes , par nn calcul direct 
qnî n'est pas dëpouvru d'une certaine élégance ; M, Steiner en déduit l'an> 
tre par la théorie des polaires réciproques. 

Le premier de ces théorimes , le seul qu'il soit nécessaire de démontrer, 
BOUS paraît ponroir être aases simplement établi comme il •oit.* 

Soient 



JI7=ro, 



(O 



trob éqnatioD) do second degré en Xff,Xf dont cbacnse exprime denS 
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Ici encore , comme nous l'aTons déjà remarqué pour les lignes 
courbes , on pourra admettre que tous ou partie des points fixes 
donnés se confondent par groupes plus ou moins nombreux en 
uo point unique, auquel cas lés surfaces dont il s'agit BarDDt,«B 
ces points, des contacts d'ordres plus ou moins élevés. 

On peut également ici , comme alors , remplacer chaque point 
donné de la surface chercliée, soit par l'un des coeiiciens de son 
équation, soit par une équation linéaire entre tous ou partie de ces 
coefEciens. Kos deux théorèmes ses changeront ainsi dans les deux 
théorèmes plus généraux que voici : 

THÉORÈME III. Etant honnis n coejiciens de Féquotion gi- 

néraU du m.*™* degré, à trois indéterminées , ou encore , étant 

données n équations linéaires entre tous ou partie de ces coejfi'- 

ciens , toutes les surfaces représentées par Fé^juation générale ainsi 

,,., , m+i nH-« iD+3 , . . ' 

modifiée , et passant par tes — — • — — • — — - — (n+a) me- 



pl&u ; elles leront Mtïifaitei toatet troi« pkr les coordonnée! det (ommeta de 
l'heuidre octogooe çai aura cet couples de plans pour les plans de leurt 
&ces opposées I or, t4nt point qui satisfera k ces trois équations satisfera 
auMÎ à l'éqoation du second degrd 

fUti+yW+K"»} , (1) 

iva» kqnelle pt tt /^ lont dens constante* indéteminées ; donc , cette 
dernière est l'équation oommane k tontes les surfaces du second ordre cir- 
coBicritee k l'hexaèdre octogone dont !I i^agit \ et , comme d'aillears , cet 
hexaèdre ae tronre viiibieinent déterminé par sept de ses huit sommets , il 
s'ensuit que , pourra qu'âne anrface dn second ordre passe par ces sept 
sommets , elle derra nécessairement passer par le huitième. 

Au snrplos , ce théorfeme s« tronre aasai compris dans le thiorèmê F. de 
la paf^ «4^ de notre XVIL* voL 

J. D. G. 
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mes points fixes , se couperont suivant une seule et même courbe 
à double courbure. 

Donc , ea particulier > 

Corollaire* Etant donnes n coefficiens de l'équation générale du 
second degré* à trois indéterminëes, on encore, étant données n 
équations linéaires , entre tous ou partie de ces coeâiciens ; toutes 
les surfaces représentées par l'équation -générale ainsi modiSée» et 
' passant par les 8— n mêmes points fixes , se couperont suivant une 
seule et même courbe à double courbure. 

THÉORÈME IV. Etant donnés n eoe^ciens de f équation gé- 
nérale du m.**" degré , à trois indéterminées , ou encore , étant 
données o équations Unécires entre tous ou partie de ces coe0î— 
tiens , toutes les surjaces représentées par t équation générale ainsi 

modifiée , et passant par les ■ — - -— — — (n+3) mi- 
mes points fixes donnés , se couperont ^ en outre ,aux m'— — — • 

— — - — -|-('*"^'3) , autres mêmes points fixes. 

Donc , en parriculier, 

Corollaire* Etant donnés n coefficiens de l'équation générale du 
du second degré , à trois indéterminées , ou encore , étant données 
R équations linéaires, entre tous ou partie de ces coefficiens, tou- 
tes les surfaces représentées par l'équation générale ainsi modi- 
fiée , et passant par les 7— n mêmes points fixes donnés , se cou- 
peront» en outre, aux n+i * autres mêmes points fixes. 

Il est essentiel d'observer que , dans tout ceci , on su^tpose 
que l'un des termes de l'équation générale est privé de son coeffi- 
cient ; ou, ce qui revient au même, que le coefficient de l'uu de 
ses termes est une quantité donnée. 

On fera, de ces diverses propositions, un usage pareil à celui que 
BOUS Avons fait , pag. loa , de leurs analogues relatives aux lignes 
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courbes. On en déduira, par exemple, sans aucune sorte de cal- 
cul , les propositions suivantes : 

I. Toutes les surfaces du second ordre passant par six points 
donnés, et assujélies, en outre, à cette condition que les plans dia- 
métraux, conjugués à des diamètres parallèles & une droite fixe, se 
coupent tous en un point donné, passeront eo outre par deux non- 
veaux points fixes. 

II. Toutes les suifaces du second ordre passant par cinq points 
donnés , et assujéties en outre h une des conditions suivantes : t* que 
les plans diamétraux conjugués & des diamètres parallèles à une 
droite fixe, se coupent tous suivant une même droite ou soient pa- 
rallèles & un même plan ; 2.* que les diamètres conjugués à des 
plans diamétraux parallèles concourent en un point donné ou soient 
parallèles k une droite donnée, passeront en outre par trois nou- 
veaux points fixes. 

III. Toutes les surfaces dn se- III. Toutes les surfaces du se* 
cond ordre passant par six points cond ordre touchant six plans 
donnés,etassujéttesenoalreàcette donnés, et assujéties en outre à 
condition que les plans polaires celte condition, que les pôles d'un 
d'un même point donné se cou- même plan donné soient Ions 
pent tous en un autre point donné, dans un autre plan donné, lou- 
passeront par deux nouveaux cheront deux nouveaux plan» 
points fixes.' fixes. 

IV. Tontes les sttrfaces du se- IV. Toutes les surfaces du se- 
cond ordre passant par cinq points cond ordre touchant cinq plans 
donnés, et assujéties en outre à donnés, et assujéties en outre à 
cette condition que les plans po- celte condition que les pôles d'un 
laires d'un même point se cou- même plan soient tous situés sur 
pent tous suivant la même droite , une même droite , toucheront en 
passeront en outre par trois non- outre trois nouveaux plans fixes* 
veaux points fixes. 

y. Dans toutes les surfaces du .V. Dans toutes les surfaces du 
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teeond ordre passant par sept second ordre touchant sept plans 
points donn^ , les plans polai- donn^ , les pâles d'nn plan quel- 
res d'un point quelconque se cou- conque sont lojis situas .dans ua 
peut tous eu un autre point fixe, «ulre plan fixe. 

YL Dans toutes les sarfaces du Yl. Dans toutes les surfaces da 
Second ordre passant par huit aeeond ordre touchant huit plans 
points donnés , les plans polaires- donnÀ , les pôles d'un plan quel- 
d'uo point quelconque se coupent conque sont tous situés sur une 
lous suivant une même droite Biéme droite fixe, 
fixe. 

VIL Dans toutes les surfaces du second ordre passant par sept 
points donnés , les plans diamétraux conjugués aux diamètres pa- 
lallèles & une même droite fixa , se coupent eu un même point fixe, 

YlII. Dans toutes les surfaces du second ordre passant par huit 
points donnés, les .plans difimétrauz conjugués aux diamètres pa- 
rallèles à une même droite fixe, se coupent tous suivant une mit- 
tre droite .fixe. 

IX. Toutes les surfaces du se- IX. Toutes les snnfaces du se<- 
cond ordre, assuiéùes k la condî- cond ordre , assujélies à la con- 
tion que les plans polaires de ditioa que les pôles de quatre 
quatre points donna passent res- plans donnés soient situés respcc- 
peciiTèinent par quatre droites tirement sur quatre droites don- 
données y ont la même courbe nées , sont inscrites à une méoM- 
d'intersection. * surface développable. 

Etc. f etc. , etc» 

Bonn f 8 juin i8a8r 



Tom. XIX. 



*â 



vGoosle 



SURFACES 



GEOMETRIE DE SITIJATIOIV. 

Recherches sur les lois générales qui régissent 
les surfaces algébriques ; 

Far M. Bobillier , professeur à TEcole des arts et mé* 
tiers de Châlons-sur-Marne. 

'VtlWVWfW'WVVHIWWVWWWWM 

^ous nous proposons , dans ce qui ra snivre , de revenir de noU' 
Teau sur des propositions d^jà dt*inoDtr^es , pour les ëtablir d'un« 
manière à la fois plus simple, plus directe et plus g^oërale. 

Soit une surface «quelconque du m!"" degr^, rapportée à trois. 
axes quelconques «t esprîmée par IVquatioii 

i Jtf=0 , (f) 

en Xy y et c LVqu^lion du plan tangent & cette surface, en l'ua 
quelconque (<*',!'', 2' ) de ses points, sera, comme l'on sait, 

les coordonne'es x* ^y' , z' du point de contact ëtant Hëes par l'é* 
qualioa de retattou 

Ar=o . (3) 

Si, laissant 0', y, z'. indéterminé, on vent pro&ter de leur 
iadéternination pour assujétir le plan langent à passer par an point 
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.(«,i,r), donné dans l'espace, il faudra «primer qoe IVqua- 
tioo (a) est saiisfaile en y faisant siniul tan émeut x=.a,y^h, z=c , 
ce ^ui la changera en celle-ci : 

-va , ce qui teneat au même , 

de sorte que les points de contact des plans tangens à ta snrface 
(i), issus du point ( <i» ^i ^ )> seront donnés par le système des 
deux équations (3) et (4) « ou , ce qui revient au même , par la 
comliinaison de l'équation (i) avec l'equaiioa 

ces points seront donc chqx ofi la snrface proposée sera cmipée par 
celle qu'exprime l'équation (5) ; c'est-à-dire , qu'ils seront ceux d'une 
certaine courbe à double courbure. Mais , d'nn autre celé , il est 
Tisible que , s! nue surface" conique ayant son sommet au point 
{a,h,c), est circonscrite à la surface (i) , tout plan tangent k 
cette surface conique le sera aussi à la surface (i) et passera par 
le point ( a, è, c ); donc la courbe de contact de la surface (i), 
avec la surface conique circonscrite , ayant son sommet en ( a , ^ , 
f ) est te lieu des points de contact de cette sniface (i)aTec tons 
se« plans tangens issus da point ( a , è , c ) ; donc enfin la ligne 
de contact de cette surface (i), arec la surface conique circonscrite 
qui a son sommet en (a,è,c), est donnée par le système d'es 
équations (i) et (5); d'ofi l'on voit que celte conrbe de contact 
«st située dans la surface exprimée par l'^équation (5) ; elle appac- 
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tient donc au plus & nne sarface du m.''"* degré , comme la pro- 
posée i mais nous allons voir qu'elle appartient réellement à une 
surface d'un degré moindre. 

Lorsqu'une courbe k double courbure est donnée dans l'espace 
par le système de deui équations en XfX, z, elle t'est également 
par le système de l'une d'elles et d'une combinaison quelconque 
de l'une et de l'autre. En conséquence, puisque la ligne de con- 
tact du cône circonscrit , qui a son sommet en (a, ^, r ), est don- 
née par le système des équations (i) et (5) , elle le sera aussi par 
I a première de ces équations combinée avec l'équatioa 

__ (^-tf)+ — (/-*)+ —{z^)=mM i (G) 

. laquelle sera ainsi , comme l'équalloii (5) , celle d'une surface cou- 
pant la proposée suivant la courbe de contact cherchée. Or , en 
vertu du théorème connu sur les fonctions homogènes * tous les 
termes de m dimensions en x,j, z disparaissent de cette équa> 
tion qui ne s'élère conséquemmeot qu'au (m—iy"^ degré; donc 
la courbe de contact se trouve sur ttne surface qui ne saurait 
excéder ce degré; de sorte qu'en recourant au principe des polai- 
res réciproques on a ces deux théorèmes ; 

THÉORÈME I. La courb« de THÉORÈME L La surface 

■ contact d'une surface du \x\ y" de- déçeloppable circonscrite à une 
gré avec une surface conique cir- surface de ta."" classe, suivant 
conscriie , appartient à une au- son intersection avec un plan , 
tre surface du (m — l'f'" degré touche .une autre surface de 
au plus ('). (m — i)**"' classe au plus. 



<*} U. Poncelet observe , arec beanconp de raison ( Bulletin dt$ teîmttt 
mathémati^iut , nai 1828 , p ag. 3oi } ■ que c'eit par erreur foe H< BobilUer 
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Cette nrfacedn (m — i)'^de- Cette sorfece(le(m—i)'"" classe 
Igi^ Ml ce qae nous arpns appelé rat ce que nous aroos appelé 
( Annales, tom. XVIII , pag a58 ) ( Annales, tom. XVIII, pag.a58 ) 
Ja iurfaet polaire du sommet du la surface polaire du plaa cou-r 
•cdne, par rapport i I» surface â paot , par rapport à la surface 
laquelle il est circonscrit , coifst- coupée par ce plan , cpnsîdéi^ 
■dérée comme directrice. cooime directrice. 

, Si le soumet (a,^,r') de la surfuce cooique circoascrite 
«Et mobile sur une droite donnée par les équations x=gEZ ,j=^2, 
•on derra av;oL£^tf=au: « jc:^, ce qui cbaugera l'équatioD (6) «p 
■celle-ci 

laquelle sera satisfaite , ^nel que soit c , in posant séparément 

Or, en faisant ainsi courir le sommet de la surface conique cir- 
conscrite le lon|; d'une droite, les plans langens & la surface (i), 
conduits par cette droite , ne cesseront pas d'être tangens .à celte 
surface conique et auront conséquemment , avec la surface (i) , les 
mêmes points de contact qu'elle; donc on obtiendra ces points de 
«oDtact 0a combinant l'iquatioB (i) arec les deux équ{tUQns(8); 
'donc les équations (6) expriment une couri>e à double courbure . 



et noni, arODs-attribirt ce Aéorènie k M.'Vallè», «Hendn qit'îl m troove 

formellement énoncé , bien que fani démotsiration , dans V AppUeafion àt 
Vanafyuà la géométrie Ak Momck ( édit. de 1807 , pag. iS). Cela proure qtae 
VOiu ae deTont , si l'vo ni l'autre , lutter de' mémcircaVec M. PoDcel«t. 

J. D. G. 
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qui perce h surface (i) à ses points de ctmiact arec les plans lan- 
gi'ns issus (le la droite donnée par les éiju^tlions ^=a-,y=ô»; 
et, ntteiitla tjue S!^ équations sont l'une cl l'auire da (m — i)'"* 
dtrgré seulement , le notabre des points de contact , el par suite ce^ 
lui des p-lanf lange ns , ne pourra être supérieur à m(m—iy; ea ft 
donc ces denx théorèmes : 

THÉORÈME IL Par une THÉORÈME IL Une même 
même droite on ne saurait con~ droite ne saurait percer une lur- 
daire à une surface du va,.""" Jace de m.""' classe en plus dé 
degré plus de ui(m — i)' plans m\m—'iy points. Les plans tait' 
iangens. Leurs points de contact gens par ces points touchent tous 
avec elles sont tous situés sur une une même surface àéveloppahle t 
cdurke à double courbure , in- circonscrite à deux surfaces d* 
ieTsectioH de deux surfaces du fm — x^™' classe (*), 
(m— ij**" degré. 

Cette courbe â double cour- Cette surface d^vefoppable est 
bure esi ce que nous avons ap- ce que nous arons appelé ( An- 
peté ( Annales j tom. XVIH , nales ,■ \.om. XViU , pag. 358) 
pag. a58 } la courbe polaire de la surface développahle polaire 
la droite par laquelle les plan» de la droite qui perce la surface 
taogens $Qnt conduits, par rap- proposée, par rapport à celte sar- - 
porta la surface qu'ils touchent, face considérée comme ditec- 
considérée comme directrice. tric'e. 

3i f dans les équations (8) , on suppose a et ^ variables , ce qnï 



(*) Cela ne veut pas dire que la surface polaire d'une surface Ja m,'""' Je- 
gré soit jamais une surface du [mfn)-*!)*]'"" degré ; maïs unii^uement qu'elle- 
ne saurait jamais Atre d'un degré plus élevé. Ainsi le théorème de U. Poa- 
Ottlet sut le.da^ré ide la surface polaire 4'uDe surface proposée, tliéoréma 
qui pourrait fort bt.en d'ailieuri. .être «rai ,. «st encore à démontrer , comme 
l'ont fort bien reip^qué MM- l^s Commissaires de l'AcNdémie royale <le» 
HMItoet ( 'Bulletin- du tci€nc4t_ matbimati^uts , aTril 1828 , pag. aaj ), 

J-D.G, 
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teTÛDt ft faire tourner noire droite auioor de IVrigioe , d'uoe ma- 
nière tout à fait arbitraire ; sa courbe polaire variera saus cesse de 
ùtuaiiou , ntais elle ne quillisra pas la surface exprimée par la pre- 
mière de ces deux équations, pui&que celte équation est indépen- 
dante de a et ; or, ceite surface n'est autre (6) que ta surfac* 
polaire de l'origiue ; ou a doue ces deux théorèmes : 

THÉORÈME m. Si une THÉORÈME //A Si une 

droite tourne dans t espace au- droite se jnçitt dans T espace sur 
tour de t un quelconque des points un plan fixe , sq surface déveîop- 
de sa direction ^ sa courbe pO" pahle polaire , relative à une sur- 
taire t relatifeà une sur/ace quel- face quelconque de m.'"" classe^ 
eonque du m.'"** degré y décrira sera constamment tangenifi à la 
la surface polaire de ce point. surfpce polaire de ce plan. 

Si l'on pose ^^ka, ce qui revient à supposer que notre droite, 
située dans le plan des xy , s pour équation y=kx , la dernière 
ides équations Qi) deviendra 

dM , , dM , AM 

«d;+*'d; + di=^' 

■équation qui sera satisfaite, quel que soh k, en posant i la fois 
AM AM ÀM 



Ces équations , avec la -première d»! équations (8) , déterminant 
(m— 1)* points fixes, ii en résultera ces ^deux théorèmes: 

THÉORÈME IF. Si une THÉORÈME IV. Si une 

droite tourne autour de tun des droite se meut dans un plan de 
points de sa direction datu un manière . à passer constamment 
plan quelconque passant par ce par un même point de ce plan; 
point , sa courte polaire , relatif e sa surface développable polaire y 
■ à une surface quelconque du ■ relatif e à une surface quelconque 
m^ degré t variable avec elle ^ de m.^'" classe ipan'ahle avec ell(. 
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passera cons/amiTtent par (m-^iy touchera eonsiu^mênt (m— i)* 
points fixes , situés sur la surface plans fixes , iangens à Je surface 
polaire àe ce point. polaire Je ce plan ^ 

Ces points sont ce ^ue nous Ces plans sont ce que ■oa» 

iBTons appelé ( Annales , lom. ayons appelé ( Anna/es , touh 
XVIII , pag. a58 ) les points po- XYIII , pag. a58 ) les plans po~ 
laires de ce plan, par rapport à laires de ce point , par rapport 
U surface proposée > considérée it la surface proposée» coosldéfét- 
comme directrice. comme directrice» 

Soit A une constante indéterminée, et soient deax surfaces du 
jn.t^ degré données par les équations Jtf-'sso, jtf":=o ; l'équatioa 
géne'rale des courbes de ce degré , passant par leur cornnuine sec— 
lion , sera comme l'on sait , 

posant donc 

il Tiendra , en diiTéreutiant , 

ï ~ 17 ^^ âT *■ 

■^=-v^ ■¥" * 

— — ^ JLA *"**" 
dx ' de <àK * 

ittbstituaat ensuite dans (6), en y faisant a, B , e nuls, oa ob- 
tiendra, pour la surface polaire de l'origine, relatiremeot ^ la 
«aiface directiiçe (9) , 
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ou bien 

dSf . djf' . dM' ,-,.,/' dH" dM" dM» -v 

'dT+^dT-''^ dr-°"'^+*r-d;?+-^-dr+-= — -"■* J=°- (■") 



Or, quelle que soit la râleur aitribude i ta constante arbiiraîra 1* 
cette surface polaire passe évidemment par la courbe à double cou^ 
bure donnée pat les deux équations 






. dM" dM" . dM" 

^ — — +r -1 — +i •*r—=t7m" , 



lesquelles ne sont l'une et l'autre que du Cm — i)'™' dfgré^ seule- 
ment; oo a donc ces deuX' théor-èmes : 

THÉORÈME F. Si tant de THÉORÈME K Si /uni de 
aurjacat du tn."" drgri ^u'ûti surfaces de m.""" classe .^u'on 
voudra se- coupent . toutes sui— poudra sont toutes inscrites à une 
vont la même coarhe à double même surface déveioppahle ; les 
courbure ;. les surfaces polaires sur faces polaires d'un plan quel- 
d'un point quelconque de T espace, conque , relatives à toutes celles- 
relatives à toutes celles-là^ se là, seront tontes aussi inscrite» 
couperont toutes aussi suivant à une même surface développa' 
une même courbe à doublé cour- ile , circonscrite à deux surfa- 
bure, intersection de deux sur- ces de (m — i}""* classe seule- 
■ /aces du (m-— i)"" degré seu-^ ment,, 
lement. 

C'est U, comme l'on voit, la première partie des deux ihéorè- 
mes de la pag. 262 du préct'dent volume, el les quatre autres se- 
raient tout aussi faciles à établir. 

Si r^quatiort ^flf"=o est horafigène en x ,y,z ^ tllc exprimera le 
Tom, XIX ao 
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systèma de m plans passant par l'origine ; et cons^quemment lef 
surfaces cuoiprises dans l'équation (g) auront m plans cordes com- 
muas . issus d'uD même poinl j or , à cause de l'homogi^aëité de fâ'f , 
on a identiquement 



AM" , dM" , 



nW 1 



«u moyeu de quoi IVquation (to), de la surface polaire de l'orî- 
gtue , se rédait simplement & 

a. M' , dw , dw 

d* ' -^ d^ ' dx 

de sortt que cette surface polaire est alors indépendante de la cons' 

tante arbitraire A ; on a donc ces deux thtïorèmcs : 

THÉORÈME yi. Si tant de THÉORÈME Vl. Si tant de 

surfaces du m.'"" degrt qu'on sur/aces de m.''" classe qu'on 

voudra se coupent toutes saillant voudra sont toutes inscrites aux 

tes m mêmes courbes planes du m mêmes sur/aces coniques de 

m.*"" degré, dont les plans pas- m.'""' classe, ayant leurs som- 

sent tous par un mime point t fuets dans un même plan ; ce 

ce point n'aura qu'une surface plan n'aura qu'une surface pO" 

polaire unique par rapport à ioU' laire unique , par rapport à iou» 

tes les surfaces proposées; la~ tes les surfaces proposées t /<»- 

quelle surface polaire contiendra quelle surface polaire sera con- 

conséquemmcnt les courbes de séquemment inscrite à toutes les 

contact de toutes les surfaces co- surfaces décelcppables eirconscri- 

niques circonscrites , ayant leur tes à ces surfaces , suivant leurs . 

sommet en ce même point. intersections avec ce même plan. 
- En supposant, en particulier , /n=a» on déduira de là ces.de» 
propositions connues : 

Tant de surfaces du second Tant de surfaces du second 

ordre qu'on voudra se coupant ordre qu'on poudra étant inscri- 
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iuîvant les deux mimes coniques ; tes aux deux mimes cônes ; un 
un point ijueîconque de la com- plan quelconque , passant par les 
mune section des plans des deux sommets de ces deux cônes , aura 
courbes aura le même plan po- le même pôle relatif à toutes ces 
laire relatif à toutes ces surf a- surfaces: et toutes les surfaces 
ces ; lequel contiendra leurs lignes coniques circonscrites , suivant 
de contact avec les surfaces co- les intersections de ces surfaces 
niques circonscrites qui auront par ce plan i auront leurs sem- 
leur sommet en ce point. mets en ce même point, 

Soieut préseotement A et fi denx coosUntes indétermia^es , et soient 
trois surfaces du m,"'" degrés données par les ëquattons M'^'6 , 
M"~o t M"'z=o ; l'équation générale des surfaces de ce degré pas- 
sant par les m} intersections de celles-là sera, comme l'on sait, 

posant donc 

il viendra , en dîiTéreDiiàRi ^ 

AM _ dJtP dM* AJtfw 

)^_ d* ~ d« +^ â;r Tf* ir * i 

iJM dftP AU" dM» 

4r "^ ir ■*" "dT '^'' IT ' ■ 

dM __ dM^ AM" dM'"^ 

d* " d* "ï"^ d7" +f* IT * 

mb^ttuant ensuite dans (G) , eo ; disant a , f t ç^n^h , on ob<- 
tiendra , pour la surface polaire de l'origiae, rek(iyeftieiit'à la «ut- 

J^ directrice (i^) 



,G 



oogle 



■ 48 



SURFACES 



/ dM"' . dM'" . dW" „ \ 

+''(.^— +'' -dT +' TT-'"^'"; 

or, quelles que soient les valeurs altnbuées aux deux constantes 
arbitraires Aet ft, cette surface polaire passe évidetnmeiit par left 
(m-^i)' poinîs donnés par les trois équations 



dM' dM' 



=mM' , 



dM» , dllf- dM» „„ 



dW» , dM"' , dM'» ',„ 

'-dr+^-dr"^^"^ 



on a donc ces deux ili^orèmes : 
THÉORÈME Vtl, Si tant de 
surfacet du m."" " degré q^btt 
voudra passent toutes por /*/ 
m' mimes points fixes ; les sur~ 
faces polaires d'un point quel- 
conque de l'espace , relatives à 
toutes celles-là , passeront tou- 
tes par le (m— i)î métAes points ^ 
■ également fisej. ' , 

C'est U t «otune l'on voit , la 



THÉORÈME FIL Si tant de 
surfaces dt m.'*"' classe tju'on 
poudr^ touchent toutes les m' 
mêmes plans fixes ; les surfaces 
polaires d'un, plan quelconques 
relatives à toutes celles-là , tou-* 
cheront toutes les (m-^i)* mé' 
mes plans , également fixes* 

première partie des deux tliéo-- 
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tSmes d« la pag. 267 du précédent volume » et les quatre autres 
géraient tout aussi faciles à établir. 

Si les deut équations M"=x> , M"''=-q sont homogènes en x, 
y t ' » chacune d'elles exprimera m plans passant par l'origine; de 
sorte que leur ensemble exprimera m* droites distribuées m ^ m 
•ur m plans passant par un même point , et dont chacane percera 
en m points la surface donnée par l'égualion M'=o ; alors donc 
l'équation (1 1) exprimera toutes les surfaces de m."^ degré* pas- 
tant par les m^ mêmes points, distribués m k m sur m* droites, 
situées elles-mêmes m k m dans m plans se coupant en un même 
point; or, à cause de l'homogénéité de M" el J/'",on a ideuti- 
^uemeot 



aat' 
•>* 


+r 


met 
<!r- 


+' 




=mM" , 


dm 


+x 




■+■' 


At 


=imM"'; 



*u moyen de quoi l'équation (la) de la siurface polaire de l'ori- 
^ne,se réduit simplement à 

de sorte que cène polaire est alors indépendante des constantes ar- 
bitraires A et f* ; on a donc ces deux théorèmes : , ' ■ - 

THÉORÈME FUI. Si tant de THÈOnÈMEVIU. Si tant àe 
surfaces du m."~ degré qu'on surfaces de m.*"" classe fu'on 
faudra ont toutes les m' mimes poudra ont toutes les m' mimes 
points communs ^ distribués m <1 plans tangens communs^ se coû- 
ta sur m' droites , sifaéer e l/e s' —panf-m à m tuipant m' droites 
mimes m à m dans m plans , se concourant elles-mimes ta à m 
Mupent en un même point; ce en m points , situés dans un mimg 
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point n'aura qu'une surface po- 
laire unique , par rapport à tou- 
tes les sur/aces proposées. Cette 
surface polaire 'contiendra can~ 
siquemment les courbes de con- 
tact de toutes les surfaces coni~ 
ques circonscrites , ayant leur 
sommet en ce même point. 

En supposant , en porticullei , 
propositions suivantes : 

Soit un hexaèdre octogone dans 
lequel les douze arêtes concourent 
quatre à quatre en trois points ; 
et soient tant de surfaces du 
second ordre qu'on voadra cir- 
conscrites à cet hexaèdre: F un 
quelconque des trois points de- 
concours des arêtes aura » par 
rapport à toutes ces surfaces , 
le même plan polaire , lequel 
contiendra consèquemment tou- 
tes les coniques suivant lesquel- 
les elles seront touchées par les 
surfaces coniques circonscrites 
qui auront leur sommet commun 
en ce points 
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plan ; ce plan n'aura qu*une sur- 
face polaire unique , par rapport 
à toutes les surfaces proposées. 
Cette surface polaire sera con- 
sèquemment inscrite à toutes les 
surfaces déçeloppahles circonscri- 
tes aux surfaces dont il s'agit , 
suivant leurs intersections avea 
ce même plan» 
m=2f on déduira d« U hs deui 

Soit un octaèdre hexagone dans 
lequel les douze arêtes soient qua- 
tre à quatre dans trois plans ; 
et soient tant de surfaces du se- 
cond ordre qu'on voudra inseri" 
tes à cet octaèdre: Tan quelcon-^ 
que des trois plans qui contien- 
dront les arêtes aura , par ra]f~ 
port à toutes ces surfaces , le 
même paie , lequel sera consé^ 
quemr^ent le sommet con^mu» de 
toutes les surfaces coniques cir- 
conscrites suivant les intersec- 
tions de ces ' surfaces par Cê 
plan.. 
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GÉOMÉTRIE ÉLÉMEnrrAIRE. 

Mesure du volume du tétraèdre; 

Far M. Gebgonice. 

Oorr UD triangle isocèle ACB dont la base AB soit qaelconqne 
et la hauteur ^gale h une longueur donn^ H. Soit constfuiCi 
une suite indéfinie d'autres triangles isocèle» A,C,B, , A.CBit Ai 
CtBj,*.». tels que les sommets du premier soient )«s milieux des 
côtés du triangle ACB, et que les sommets de chacun des antres 
«oient les milieat des côtes de celui qui le précède immédiateiqent. 
Il a déjà été remarqué ( Annales, tom. XVII, pag. i5i ) , et'il 
est d'ailleurs facile de voir qu« ces triangles, loua seml)Iei>les 
et contiouellement décroissans, lendroot sans cesse h. se réduire 
à un point unique P , tellement situé sur CCt ou H ^'ça anrn 

Dans la série des longurars 

ce, , C.C. , C.Ci , c,c, » c,c, , . 

tbaque longueur sera moitié de celle qui la précède immédiate- 
ment j et, comme la [vemière est égale & /f, oa aura 

CC^f , c.c,= ï, C.C.= 2, C.C,= ^,..~i 

«n aura donc , d'après cela , 

C,C,=C.C,^C.C.= j , 
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C,P= "=c.C,+C,CH-C,C,+C,C,-f:..:. i. 
dooc , en sublituaDi 

S 4 '*' i6 "*" 64 "•" a56 "•" 10*4 T " ^*^ 

Cela posé /soit T un tétraèdre quelconque dont la base soit 

£ et la hauteur H; oa sait ( voy. Euclide ou Jlf. Legendre ) 

qu'il peut être décomposé en deux prismes triangulaires équiraleni 

«t en deux tétraèdres égaux ; que chacun de ces- prismes triaogu- 

, . B H BH .. . . 

laires a pour mesure — x — = —t~ , uê sorte que le Tolume to- 

4 > (' 

lai des deur est 5x— . Si donc on repre'sente par T, chacun 

4 
des tétraèdres qui > avec eux , forment te tétraèdre donné , od aur»- 

T=Bx - +xT, . 

Si l'on désigne respectivement par B, et H, la base et la hanietrr 
de chacun des tétraèdres 7^, » et qu'on les décompose de la même 
mianière) en dosignaiit par T chacun des déni tétraèdres qui ré- 
sultent de la décomposition de chacun d'eux , on aura de mémï 

4 

et ainsi de luUe ; de sorte qu'on pourra écrire indéfiniment 
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4 

T,=B.x — +an, 

4 



En prenant la somme des produits respectifs de ces ^<jBaiions par 
1,3,4,8 « el réduisant , il viendra 

T^Bx^r^2S,x ^+4-P.x ^-fS5,x -^ H- 

4 4 4 4 

ou bica 

r=Bx " +4B.X ÏV + ,6ff.x ^+64B.X ^ +....! 

mais on a 

£=4B,=i6B,=64S,:=..... ; 
donc 

et comme on a d'aiUenr» 

il viendra , en subsiiiitant , 

\> 4 >6 ~ 64 ^ 256 T^ l.,4 ~ .-7 • 



c'est-à-dire {1) 
lom. XIX. 
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on obtiendra donc le volume d'un tétraèdre en multipliant l'aire 
de sn base par le tiers de sa hniileiir. 

De la même manière qu'au moyen du triangle nous Teuoax 
de démontrer que 

on di'tnontrera , It l'aide du tétraèdre , que 

2=2+ 2: + i+_2_ +...„.. 

8 9 T 8i ^ 7a9 ^ 656i ^•■•*"' 

Il a élé d(5montré , à lA pag. aSo du précédent volume, que /« 
volume Sun tétraèdre est le sixième du produit de deux arêtes 
opposées , du sinus tahulaire de l'artgle qu'elles forment entre 
eîles et de leur perpendiculaire commune. 

M. Martinellt, cadet au corps-royal des Pontonniers à Modène, 
qui. ne connaît pas sans doute la démonstration q'ne nous rappe- 
lons ici , nous en a récemment adressa une qui . pour le fond . 
revient à celle-là; mais il nous en a en même temps commiuiiquë 
une autre qui luî a été suggérée par M. le professeur Tramontini , 
et. qui , à raison de sbn élégante simplicité) nous a paru ne de- 
TOtr pas être passée sous silence. La voici : 

On sait que deux arêtes opposées d'un tétraèdre sont toujours 
comprises dans deux plans parallèles, dont la distance est égale à la 
'perpendiculaire commune entre ces deux droites. 

Suit donc ABCD le tétraèdre dont il s'agit. Par les aréles o^-~ 
posées AB et CD conduisons deux plans parallèles, et supposons que le 
premier de ces plans soit le plan jnéme de la figure. Suit CD' la pro- 
jection de CD sur ce plan , si PQ est la pecpendiculaïfe comoiuoe 
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flnx arêtes opposées AQ Ht CD# A»s.-(ieui extr^mùës se projVieront 
■«n P à riiiterseclion de AB et C'D', 

Far AB et. PQ soit condait. urr'pUwv ce|iiaA , perpendtculairv à 
«elui de la ftgure, coti>per.a le a^traèdrfl'BuiTairt un iriitiigle AQB» qu« 
J'on pcauraawiaîdk'^er çomuie 'base -caaiinune 'ié deiiX'«uires- tétraè- 
dres, -CAQB M lAAQB, {(ûBtx:eluidÂ sets la «oimne; Lenrs kaateon 
i^jE et DF se projetèrent 8utTantC'E/t=tCE M O'F'nïDF, toutes denlc 
^erpendtculaircs â AB. L'sire -deilenr Xase- commune AQ6 aut^ 
pour expresMoa.i^A6X'f<j ;->de sorte ^''eD^re{H<é9eniaiil {larT le 
.y^lUlUïe du liUiuièdre, tin ^Ofûi : ' :> ' < r r 

r= î aCXPQx F C'E'+ ^ ABxf Qx î D'F'= i ABxT'Qx(C'E'+DTO ; 



wais on a 



CE'=î=PC'5/b.(AB.CD),. D'F'=PD'A>.<AB,GD) ; 

d'où 

C'E'+p''F'=(PC'+PD'>Sw.(AB,CDjt=Ciy5«n.(AB,Cp3=CD5«.CÀD,CD) ; . 
idonc , .en aub&lituuit 

T=iABxCD>^PQx5//i.(AB,CD) . , . . 

11 pourrait arriver qu« le p«iiil P, en liée de se trovTcr Blir 
■CD' y se trouvât siir too proIo)ig«ni«m. Pbtir \Ai9r la d^mofialra» 
lion à ce cas , il ije s'agirait que de retnpUcer les.âvmmeE par dvs 
4li0'éreoces. 
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QUESTIO]lS PROPOSEES. 

Théorèmes de géométrie proposés à démontrer ; 
Far M. Bobillier. 



.Ol lin tétraèdre et une surface 
iconiqtie du second ordre existent 
ensemble dan» l'espa«e ; les Bec- 
lions de la sticface- conique par 
les plans des quatre faces du té- 
traèdre détermineront' > deux à 
deux, six. nouvelles. surfaces co- 
niques du second ordre , dont 
les sommées, «Ltui^s dansunmçntc 
plan, seront trois h trois aux in- 
tersections de quatre droites, Ira* 
eues daiif c« plan. . 

Le plan des sommets dei six 
nôHvetles surfaces coniques sera 
le plan poluirc. du sommet de la 
première, relativement à la sur- 
face du second' ordro inscrite à 
cette nrâme, surface conique et 
touckant à ta fois tes- plans des 
.quatre faces du. tétraèdre. 



Si un tétraèdre cl une ligne- Jii 
second ordrei .exisleiil ensemble 
dans Ifespacej les surfaces coni- 
que» qui auront pour base corn^ 
mune cotte ligne du second or- 
dre et leurs sommets aux quatre 
sommets, du tétraèdre délPrtaine- 
ront T deux & deux , six noM- 
. velles lignes du second ordre, - 
dont les plans . concourant en un 
même point , se couperont trois 
à. trois , Siu'Erant quatre droites ^ 
passant par ce point. 

Le point decoiiconri des plans 
•des six nouvelles lignes du se- 
cond ordre sera le ptiU du plan 
de la première , relativement à 
la surface du second ordre cir- 
conscrite à cette même ligiie du 
second ordreet passantà la fols par 
les quatre sommets du tétraèdre. 
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GEOMETRIE DE SITUATION. 

îiecherches sur les projections stéréographîques , 
et sur diverses propriétés générales des sur- 
faces du second ordre ; 

Par M. Cbasles , ancien élève de l'Ecole polytechnique. 

VMnMWWVWWVWWVVWVMAI 

A LA pag. i53 du IV."' Tolume de la Correspondance mathi- 
matiijue de M. Qiieltlct , M. Bobillier a donné , sur It-s pnijeclions 
Sl^réographiqnes, quelques théorèmes que J'avais déjà rencoiiirw Je 
mon côté el que j'aiiiionçaîs métne à M, le Rédacteur des Annales , 
par une lelire de Nice , en diite du i5 janvier dernier , n'être que 
des cas particuliers de théorèmes plus généraux sur te même su- 
jet J'aurais même publié, dès celte époque , les résuUats auxquels 
j'étais parvenu ; mais, pour être intelligible , sans avoir besoin d'en- 
trer dans des détails de définitions, il était nécessaire que j'espii- 
quasse d'abord ce que j'entendais par axes 'de sjrmptôse et par cen- 
tres d'bomolugie des coniques , et c'est là ce qui m'a déterminé 
& publier d'abord ce qu'on a vu sur ce sujet dans les Annales, ie 
vais présentement exposer les résultats que j'avais auléneurement ob^. 
tenus sur les projections stéréographîques. 

s- «• 

• I. Les deux parties da théorème qae j'ai déjà publié snr lef 

projections stéréographîques ( Traité des svrfaces du second ordre t 

Tom. XIX, n." G, i.«' décembre i8aB. sa 
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par M. Haclielte , i^i-] ; Annales Je mathématiques ^ tom. XVIIf, 

pag. 3o7 ) peuvent être généralisées comme il suit : 

Plusieurs surfacfs du second ordre étant inscrites à une même 
surface de cet ordre , tœil éiartt placé en un quelconque des points 
de cette dernière , et le plan du tableau étant parallèle à son plan 
tangent en ce point ; 

I ." Tous les contours apparens des surfaces inscrites seront, en 
perspective , des coniques homothètiques ; 

3.* Les centres de ces coniques seront les projeelions des pèles 
des plans des lignes de contact de ces surfaces avec celle à laquelle 
elles sont inscrites , pris par rapport ^ cette surface , ou respect 
tivement par rapport à chacune des autres, ^ 

Soit en eSet s, s', s" une suite de surfaces du second ordre 

inscrites à une surface 5 du même ordre; le cône C qui déter- 
mine ie çonlour apparent d» ^ et ta surface S sont deux surface» 
du second ordre circonscrites i cette surface s , et qui , par con- 
séquent , se coupent -suivant dpFii courbes planes, dont les plans 
passent toifs deux par la droite d'interseption des plaps des %ur- 
bes suivant lesquelles elles touchent cette stirface / ( Correspon- 
dance sur tEcole polytechnique t tom. lit , pag, 339 )• '^^'^ ^^ 
cône C ayant son somtpet sur la surface 5 , une de ses intersec- 
tions arec cette surface se réduit à un point, et le plan de Cftift 
intersection n'est autre que le plan tangent à 5 par son spmmet ; 
ce côoe C coupera donc la surface S suivant une deuxième courba 
plane, dont le plan , ainsi que le plan tangent, passera par la droite 
suivant laquelle se coupent les plaps des deux lignes de çoQt9C| 
de s avec les surfaces S el €, . 

Le cône C coupant la surface S suivant une cotirb^ plape, S4 
section par le plan du tablean sera , suivant le théorème cité ( An-^ 
nales , tom. XVIII , pag. 307 ) , une conique homolhélique à la 
section de la surface S par ce tnéqte plan ; mais cette section sera 
évidemment la perspective du contour apparent de la surface s } 
donc U perspective du contour apparent de la surface t , et par 
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suile les perspectÏTCS des contours apparens des surfaces j, y, i",..., 
seront toutes honiothétiques avec la section de la surface S par le 
plan du tableau ; elles seront donc aussi Iiomothétiques entre elles ; 
la pi'emièi'e partie du théorème se trouve donc ainsi démontr(^e. 

Le plan de l'intersection du cône C avec ta surface 5,1e plan 
de la ligne de contact des deux surfaces 5 et / et le plan tan- 
gent à S conduri- par l'ceil , se coupent tous trois , comme on vient 
de le voir, suivant la niéme droite, d'utt il suit que les pôles des 
deux premiers, relatifs i la surface 5, seront sur une droite pas- 
sant par l'œil i or, le rentre de la section du cône C par te plan 
du tableau est ( deuxième partie du ibéorème cilé ) sur la droite 
, qui ra de l'oeil «u pôle du premier de ces plans; nous pouvons 
donc dire également qu'H est sur la droite qui va de l'ceil -au pôle 
du deuxième plan; c'esl-à-dire , au pôle du pian de la ligne de 
pontact des deux surfaces S et s , lequel pôle est évidemment te 
m^me, soit qu'on le prenne par rapport à la surface S ou qu'on 
le prenne par rapport h U surface s. La seconde partie du théo- 
rème se trouve donc également démontiée. 

Reinarquons que la surface s pourrait n'avoir qu'un contact ima- 
ginaire avec la surface S; mais le théorème et sa démonstraiion 
auraient toujours lieu , parce que le plan de U ligne de contact 
serait toujours réel. 

Cette ligne de contact pourrait se réduire & un point, auquel 
cas les deux surfaces auraient un contact du troisième ordre en c* 
point. 

Les surfaces Sys'^s" peuvent se réduire & des courbes pla- 
nes tracées sur la surface S / alors on retombe sur le théorème 
ordinaire des projections atéréographique». 

Si la surface s se cédnit & une ligne droite, le milieu de sa 
perspective se trouvera sur la perspective de sa polaire réciproque* 
par rapport i la surface St On peut énoncer ai^isi la proposilioor 
k laquelle donne naissance la considération de ce cas particulier : 

A. Deux droites , polaire* réciproques Tune de loutre , par rap- 
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port à une surface au second ordre , ont pour perspectives , par 
rapport à un œil situé en un point de cette surface , et à un ta- 
hleau parallèle au plan tangent en ce point , des parallèles à deux 
diamètres conjugués de la section de la surface du second ordre 
par le plan du tableau. 

Ces deux droites se coupent à leurs milieux, 
■ .Si 1b surface S. est un ellipsoïde on un hyp«rboloïd« & deaz 
nappes, il n'j a qu'use de ces droites qui ait ses deax extrémités 
réelles ^ et les extréiuitt-s de l'autre sont imaginaires. Mais si la 
»urfâc« S «si un li)'perbaloîde â une nappe, les deux droites ont, 
l'une et l'autre, leurs estrémil^s réelles ; de sorte qu'elles sont alors 
les deux diagonales d'un parallélogramme^ 

En effet , deux droites D , D^ , polaires réciproques l'une de l'au- 
tre , par rapport à une telle surface, rencontrent son plan tangent, 
conduit par Tceil , en deux points tels que , si l'on considère cet 
points comme les sommets de deux cônes circonscrits à ct:tie sur- 
face , les plans, des lignes de contact passeront par ces deux drol<* 
les D' et D , respectivement , et couperont conséquemmeni te plaii 
tangent suivant deux droites qui passeront respectirement par les 
sommets des deux canes, et-seront deux tangentes conjugnées ; ces 
deux droites seront donc parallèles & deux diamètres con)t>giu>s 
de la section faite dans l'hyperboloïde par un plan parallèle av plan 
langent. Or, les plans qui détermineront les perspecliTfs des deux 
droites D, U^ passeront par ces deux tangentes conjugnées, et cou- 
peront le plan du tableau suivant deux droites qui leur seront res- 
pectifement parallèles; ces deux droites , perspeètîves de D et t>', 
seront donc- parallèles à deux diamètres conjugués de la- section dé 
l'hyperboloïde par le plan du tableau. - 

' It résulte d'aillcun de' la deuxième partie du théorème gêné-* 
rai (i),et'en considérant la corde conime surface inscrite , que 
te point d'intersection de ces deux droitbs en sera le milien tom-^ 
ttun. 
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Le ih^orème suivant est compris dans la dt^monslration pr^é- 
dente : 

3, Le plan tangent mené à une surface du second ordre par 
l'une des extrémités de tun des deux diamètres^ lieux des rentres 
des sections circulaires de cette surface , est percé par deux droi- 
tes polaires réciproques tune de tautre en deux points , tels tjue 
les droites menées du point de contact du plan tangent à ces deux- 
là sont perpendiculaires Tune à Vautre. 

On peut généraliser davantage les tWorèmes ci-dessus en fai- 
sant ta perspective sur un plan quelconque qui ne soit pas paral- 
lèle au plan taogent conduit par l'œil. 

On a alors le tli^rème suivant : 

4. Si plusieurs surfaces du second ordre sont inscrites, è «ne 
même surface de cet ordre , et qu'on en fasse la perspectif e sur 
un plan quelconque pour un ml situé en un quelconque des points 
de la surface enveloppante ; 

i," Les perspectives des contours apparens des surfaces envelop- 
pées seront des coniques qui auront toutes un même axe de sy^p" 
tose y intersection du plan du tableau avec le plan tangent con- 
duit par l'ail à la surface enveloppante, 

a.' Les pâles de cet axe de sfpiptose , par. rajtpçxt à ces^çopi- 
ques , seront les perspectives d£s pôles relatifs^ à la surface en- 
vehppanie , des plans . de ses lignes de t^ontpci- respectives ^aeecJfii 
surfaces enveloppées. ,. . , 

3." Deux, droites polaires -réciproques , lune de Fautre ^ par rap- 
port à la surface enveloppante j auront .pvur, perspectives àeMx au^ 
très droitef^ qui couperont la commuif.fi section 4^,p>hf* du tqkleçyt 
avec le plan tangent par te^f , en deux .points ,iels, qaç l,) phnrpQf 
laire de chacun, relatif à, la surface enveloppante , pfl^ser^ par 
lautrei et chacurtede ces. dépites serq^dii/fsée.harmoniquement aux 
deux points où elle rei^conipera tputre ta.finter.tectiotf des deuff 
pfans. .■-,,■,,■ 

, Qa j)OHnaii d^maiurer direoiepteat ce th^pri^oaç., nwjs op \t.<ùé* 
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duit dii pr^c^dent par la seule observation qoe deox' coniqnes ho- 
motbétiques, situées dans nn même plan, ont pour perspective snC 
un plan quelconque deux coniqoes dont un des ^xcs dr symptose 
est l'intersection dn plan du tableau avec le plan conduit par l'œil ^ 
parallèlement k celui des deux coniques homoihéliques ; «r en ob- 
servant , en outre , qiie quatre points en ligne droite , el en propor- 
tlon harmonique, ont pour perspective (Carrot; Théorie des Irans' 
versales , pag. 80 ) quatre points 'également en proportion riarnKH* 
nique. Ces considérations saOïsent -pour conclure le tL^orèine (^^y 
dû ibeorème (1). 

Si les su rfacess inscrites se réduisent & des courbes planes, ont 
obtiendra ce théorème qu'il nous sera utile d'ifnoncer : 

5. Pour un tahïeau plan tpteiconque et pour une situation auei- 
conque de taiî^ sur une surjace du second ordre i 

!.• Les perspectives des sec/ionf planes de celte surface ont uti 
axe de symptose commun « intersection du plan duiakleau avec l* 
plan tanffent conduit par Ftei/, 

' 2." Les pôles de cet are , par rapport à ces coniques , sont le» 
perspectives dès sommets des cônes circonscrits à la surface dû se— 
*'ond ùrdre , suivant les sections planes respectiver. ■ 

Nous pouvons dire, d'trprèscequi précède, que , r^ctppoquemenr, 
' 6. Si plusieuri conifues ont un axe de symptose commun , elle» 
pourront être considérées comme la perspective d'autant de ^eetions 
planes , faites dans une surjace du second ordre. 
" Ce principe conduit imiA^iatenipnt aux propri^I^s générales de' 
deux coniques quelconques , et i celles d« trois coniques qui ont 
tin aiéme axe de' symptose, avec autant de facilita et de promptU 
liidé que le théorème analo^e sur les coniques homothetiques nous 
a Conduit aux propriétés de ces courbes ( Annales ^ tom. XVIII , 
pag. '3o5 ). Ce moyen ne nécessite paï l'emploi des transforma-' 
lions polaires , mais si nous aVons'préféré à ce moyen , el S phi^i'eurS 
autres que nous aurions pu également employer , la marche que non» 
aVoni >Wiivi« { -AnnaieSf Uràï. XYIII, pag.' 377 ) pour la recher* 
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çhe des propriétés générâtes des s^jtèmes de coniques ; c'est que 
certaines questions relatires à ces courbes présenter -lient des. diffî- 
cultes si on voulait déduire leur solution de la solution des question! 
analogues relaiives aux sections plaues d'une surface du second or- 
dre , tandis que d'autres procédés appliqués aux coniques homolhé- 
liques, l'analyse algébrique, par exemple , leurs conviennent par-: 
failement. On pourra donc traiter ces questions, relativement aux 
coniques homothéiiques , par les moyens les plus faciles, et on les 
appliquera ensuite , par les iraasforuatioiis polaires , aux coniques 
quelconques. 

Si , dans l« théorème (5) , on suppose que les courbes tracées 
«ur la surface du second ordre sont dans des plans passant par une 
tnéme droite, la perspective de cette droite sera on axe de symp- 
tose commua aux coniques perâpeclives de ces courbes. Donc, 

6* Les perspeciioet , pour un tableau quelconque et un œil si- 
tué d'une manière quelconque sur une surface du second ordre , de 
tant de leclîons planes qu'on voudra faites, dans cette surface , par 
des pians se coupant suivant une mime droite , sont des coniques 
/qui ont deux axes de sympiose communs, 

■ Ainsi dans ta construction des cartes de géographie, si la pro- 
jection se faisait sur un plan non parallèle au plan tangent à ta 
spbère , conduit par l'œil , les projections des cercles de la sphère 
ne seraient plus des cercles , mais des- coniques ayant toutes un. 
même axe de symptose , et les projections des méridiens ou des 
parallèles seraient des coniques ayant leurs centres sur une même 
conique, et, jouissant de tuniea Les autres propriétés d'une séri^ de 
coniques cinconscriies i un «éme quadrilatère. 

11 est facile de voir que , quand deux surfpoas du second or- 
dre K coupent Mivant deux icourbes planes, on peut leur inscrire 
une iuftnité d'autres surfaces du m^me çrdre^ le théorème (4) dounfi 
donc celui-ci , plus géaéfal qtte le précédent : , , 

- 9. Si font, d§ surfjfctf dtf ^ecoçd e.rdre qu'on Poa4ra., sont ins- 
crites à ia fois à deux autres surfaffs ■ de cet ordre , et que Ton 
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considère un ijnehonque des points de t intersection de ces deuX' 
ci ctHkme le sommet commun dune série de cônes circonscrits aux 
premières , les sections de ces canes , par un plan transversal quel' 
contiue , seront des coniques ayant pour axes de symptose communs 
les droites suivant lesquelles ce plan sera coupé par les plans tan- 
gens aux deux surfaces enveloppantes , conduits par le sommet 
commun de tous ces canes. 

s- II. 

Par une transformation polaire , l'ua ou l'autre des th^rJoie» 
(i) el (4) donne le suivant : 

10. Plusieurs surjaces du second ordre étant circonscrites à une 
même surface de cet ordre , et un plan tangent étant mené à celte 
dernière , par un quelconque de ses points ; 

I." Ce point sera un centre dhomologie de toutes les coniques ^ 
prises deux à deux , suivant lesquelles les surjaces enveloppantes 
seront coupées par le plan tangent ; 

. 3.° Les polaires respectives de ce point ^ par rapport à ces eo- 
ttiques f seront les droites suiv_ant lesquelles ce mime plan sera 
coupé par les plam des lignes de contact de là surface envelop" 
pée avec ses enveloppantes. 

-■ Il est bien entendu , d'après ce que nous stchis dit (i) , que les 
contacts des eoveloppantea avec l'enveloppa peuvent être imagi'nai- 
m, et que ce» contacts , supposa r^ls . peuvent n'avoir lieu qu'eu 
uu point pour chaque surface GÏrcnnsciile qui a alors nu contact 
du troisiètne' ordre , en ce point , avec la surface enTel<^p^e; 
' .En supposant que les surfaces circoascrites sont des côoei > (mi oIh 
tieudra le théorème suivant : 

1 1 . Plusieurs cônes étant circonscrits è une même surface du se- 
cond ordrey et un plan tangent étant mené à cette surface par 
lin quelconque de ses points {■• ■ 



vGoosle 



STEBEOGRAPHIQUES. i65 

1.* Ce point sera un centre dhomologie des intersections y pris- 
ses deux à deux , des cônes aeec le plan tangent ; 

a.* Les polaires respectives de ce point, par rapport à ces mi- 
mes intersections , seront les intersections de ce même plan avec 
les plans des lignes de contact. 

Il est clair que, réciproquement, 

1 3. Si plusieurs coniques , prises *deux à deux , ont un centre 

commun dhomologie , on pourra les considérer comme les sections 

d'autant de canes circonscrits à une même surface du second or- 

. dre , tangente au plan des coniques à leur centre commun d'ko~ 

mologie. 

Gcuisidëro.a5 deux cônes circonscrits à une même surface du se- 
cond ordre , le plan tangent à cette surface, en l'un quelconque de ses 
points, les coupera suivant deux coniques qui auront le. point de 
contact pour un de leurs centres d'homologie , d'après ce qui précède. 
Il est aisé de voir qu'un deuxième centre d'homologie de ces 
deux coniques sera celui où le plan tangent sera percé par la droile 
. qui joindra les sommets des deux cônes ; car, par celte droite., on 
peut mener deux plans tangens communs à ces deux cônes ; d'où 
il suit que, par le point où elle perce le plan des deux coniques , 
on pourra leur mener des tangentes communes \ ce qui prouve que 
ce point est uu centre d'homologie. 

On conclut de là ce lliéorème assez remarquable : 
i3. Si, Ton circonscrit à une mime surjace du second ordre plu' 
sieurs cônes dont les sommets soient situés sur une même droite 
quelconijue , tout plan tangent à cette sur/ace coitpera ces cônes sui- 
vant des coniques ■ qui auront deux centres d'homologie communs, 
et qui jouiront conséquemment de toutes les propriétés d'une sè~ 
rie de coniques inscrites à .un- même quadrilatère. 

14. Ce qui précède offre un nouveau mo^en de dt'montrer les 

propriétés générales de deux coniques quelconques , et celles de 

trois coniques qui ont un même centre d'homologie. Par exemple, 

, on voit.sur-le-cbamp, que ces trois, coniques , prises deux à deux, 

Tom. XIX. 33 
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oot leurs trois centres d'homologie conjugua à celuMà» situes en 

ligne droite. 

Car , si l'oa considère ces coniqaes comme les sections faîtes dans 
trois cônes circonscrits à une surface du second ordre , par un plao 
tangent à celte surface , leur centre d'homologîe commun sera le 
point de contact de ce plan tangent , et leurs trois centres d'ho- 
mologie conjugues à celui-là seront les points où ce même plan 
sera percé par les droites qui joindront deux à ^euz les sommets 
des trois cônes ; or , ces droites sont toutes trois dans le plan qae 
déterminent les sommets des trois cônes ; donc ces trois centres se- 
ront dans l'intersection de ce dernier plan arec le plan tangent , 
c'est-à-dire qu'ils appartiendront i| une même droite. 

Cette m^hode n'exige pas l'application de la théorie des polai- 
res réciproques ; mais alors il faut démontrer directement les pr^- 
cédens théorèmes , ce qui n'est pas difficile , et non pas les dé- 
duire, comme nous Tarons fait, de ceux que nous arons établis 
sur la project4on siéréographique. 

i5. Si tant de surfaces au second ordre ^a'on voudra sont circons- 
crites à la fois à deux surfaces données de cet ordre , tout plan tan- 
gent ^commun à ces deux dernières , coupera les surfaces enfcloppantes 
suivant des coniques ^ui auront pour centres d'homologie communs les 
points de contact de ce plan avec les deux surfaces enveloppées. 

Toutes ces coniques auront conséquemment leurs centres en ligne 
droite , et jouiront de toutes les propriétés connues d'une série de 
coniques inscrites & un même quadrilatère. 

Tout'cela résulte du théorème (lo). 

Dans te cas particulier où le plan tangent & la surface envelop- 
pée du Ihéorème (lo) la touche en l'une des quatre extrémités 
des deux diamètres, lieux des centres de ses sections circulaires , 
un cône circonscrit, dont le sommet se Ironrera situé sur la di- 
rection de ce diamètre , sera coupé par le plan langent suivant ud 
cercle dont le centre sera le point de contact du plan tangent; ce 
point sera, d'après le théorème (to), te centre d'homologie de ce 
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e«rcle et de la section faite par ce même plan tangent dans toute 
autre surface quelconque du s<M:ond ordre circonscrite à la surface 
proposiîe ; ce centre sera donc le foyer de celle fpction ( Poncelet, 
Propriétés. projectiles , pag. 261 ); mais la polaire du foyer d'une 
conique est la directrice relaiive à ce foyer ; donc , 

16. Quand plusieurs surfaces du second ordre sont circonscrites 
à une surface unique de cet ordre , le plan tangent à cette der- 
nière » à Tune des extrémités d'un des diamètres , b'eus des centres 
4es sections circulaires , coupe toutes les autres suivant des coni- 
ques qui ont pour foyer commun le point de contact du plan tan- 
gent , et dont les dîrectritei respectifes sorti les droites suivant les-^ 
quelles ce plan langent est coupé par. les plans des lignes de eon~ 
tact de la surface enveloppée avec les surfaces enveloppanlest 

En remarquant que les sections planes parallèles faites dans un 
cône ont leurs £»yers sur deux droties passant par son sommet, on 
pourra, du théorème qui vient d'être démontré, conclure le sui- 
vant : 

17. 5/, du sommet ^un c6ne circonscrit à une surface du se- 
cond ordre , on mène des droites aux deus extrémités de Vun des 

. diamètpes de cette surface , lieux des centres de ses sections cir- 
culaires ; toat plan parallèle au plan diamétral conjugué de te dia- 
mètre coupera le cène suivant une conique dont les foyers seront 
ies -points où ce même plan sera per-cé par ces deux droites. 
Il résulte de là que : 

18. Si plusieurs canes ont leurs sommets sur une droite passant 
par une des extrémités de Tun des diamètres ^ lieux des centres 
des sections circulaires d'une surface du second ordre ; le plan tan- 
gent à cette surface , à l'autre (xtrémité du même diamètre , cou- 
pera tous ces càms suivant des coniques ayant leurs deux foyers 
communs , et qui ', par conséquent , formeront deux séries d'ellipses 
et dhyperboles telles que les courbes de chaque série couperont 
orthogonalement les courbes de Fautre série. 

Le théoièmé (17) fait voir que , 
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I g. Si y au sommet d'un cône circonscrit à une sphère , on mina • 
des droites aux deux extrémités de tun (juelconque de ses dia- 
mètres , tout plan perpendiculaire à ce diamètre coupera le cène 
suivant une conique dont les foyers seront les points où le plan 
coupant sera percé par ces deux droites. 

Le tliéorèine (i6) comprend celui-ci : 

20. Si, à une même surface de révolution du second ordre , on 
inscrit deux sphères , tout plan tangent commun à ces deux sphè~ 
res coupera la surface enveloppante suivant une conique dont les . 
foyers seront en ses points de contact avec les deux sphères. 

Ce dernier tliéorème avait déjà été démontré pour le cône , par 
M. Queteiei, et pour t'bj'perboloi'de i une nappe , par M. Dan- 
delitt. ^ Yo^. Annales f tom. XV , pag. 387 ). 

5- m- 

31. La proprii^té la plus importante des cônes circonscrits & une 
Btdme surface du second ordre est, sans contredit, celle <]ue Mongb 
a donnée dans sa Géométrie descriptive , car elle est la base de 
la théorie des pôles , dont on n'a cessé de s'occuper depuis lors * 
et qui a déjà rendu les plus grands services à la géométrief 

Jjes cônes circonscrits à une surface du second ordre , et qui 
ont leurs sommets en ligne droite, jouissent de quelques autres 
propriétés dont il ne parait pas qu'où ait songé encore à s'oc- 
cuper; elles sont, il e^t vrai, d'une bien moindre importance que 
celle que nou^ venons de rappeler, mais elles ne sont pas néan- 
moijis dépourvues d'un certain intéiét. 

Nous avons déjà démoniré (t 1) le ihéorètne suivant que nous 
rappelons , parce qu'il fait partie des propriétés générales des côaes 
circonscrits ù une même surface du second orJre. 

23. i5/ plusieurs cônes , circonscrits à une même surface du se- 
CQjid ordre , ont leurs sommets sur une même droite , tout plan 
tangent à cette swface coupera les cônes circonscrits suivant des 
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ioniques qui auront deux centres d'homohgie communs ; savoir : 
h point de contact de ce plan tangent et le point où il sera percé 
par la droite sur laquelle les sommets de ces cônes seront situés. 

Si la droite , lieu des sommets des côaes , perce la snrface du 
second ordre en deux points, les plans langeos en ces deux points 
couperont le plan des coniques suivant des droites qui feront par- 
tie de cette série de courbes. 

a3. Si plusieurs cônes , circonscrits à une même surface du se~ 
cond ordre , ont leurs sommets sur une même droite , les plans po- 
laires Sun point quelconque de tespaect relatifs à tous ces cônes , 
envelopperont un nouveau cône dont le sommet sera le pôle , pris 
par rapport à la surface donnée du second ordre , du plan con- 
duit par le point donné et par la droite , lieu des sommet^ des cônes. 

Soient en effet p le point donn^, s le sonvmet de l'un des cô- 
nes circoufcrits à la surface donn^ du second ordre et P le plau 
de la ligne de contact de cette surface arec ie cône dont le point 
's «st le sompiet, 

La droite ps perce le plan P en un point dont les plans polai- 
res , par rapport à la surface, du second ordre et au cône circons- 
crit , passent par la polaire de ce point , prise par rapport à ta ligne 
de contact, située dans le plan P. Or, cette droite est la polaire 
de la droite pi , par rapport à la surface du second ordre ; elle 
passe donc par le pôle de tout plan conduit par la droite psi d'où 
il suit qu'elle passe par le pôle du plan conduit par le point/» et 
par la droite lieu des souimeu des cônes. Or , le plan polaire, par 
rapport au cône, est le même que le plan polaire de tout autre 
point de la droite ps ; donc, le plan polaire du point /> passe par 
un point fixe qui est le pôle du plan, conduit par le point p et 
par la droite , lieu des sommets des cône* ; d'où il suit que ce plan 
roule sur un cône. 

Par le point p menons un plan tangent à la surface du second 
ordre ; ce plan coupera le cône suivant une conique et le plau po- 
laire suivant uae droite qui sera la polaire du point p^ par rap- 
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pori ^ cette conique; or , ce plan langent coupe tous les cdnes suî- 
vaiit des coniques qui ont deux centres d'homologie communs , 
toutes les polaires du point p^ relatives à ces coniques envelop- 
pent donc une autre conique ( Annales y tom. XVni,pag. 296) ; 
d'où il suit que la surface conique enveloppf^e par les plans po- 
laires de ce point , relatifs aux cônes circonscrits, est une surface co- 
nique de second ordre , comme nous l'avions annonce. 
■ 34- '^'' ^^^ cônes circonscrits à une surface du second ordre onf 
leurs sommets sur une même droite , les polaires ^une transver- 
sale quelconque , relatives à ces canes , forment un hyperboloTde 
qui passe par la polaire de cette transversale prise par rapport 
à la surface du second ofdre. 

En efTet , la polaire d'une droite , par rapport i un c6ne, n'est 
autre chose que la droite diamétrale conjuguée au plan mené par 
celte droite et par le sommet du cône , et passe aussi par ce som- 
met. Mais si, par la droite donnée, on conduit un plan tangent 
& la surface du second ordre, il coupera tous les cônes suivant des 
coniques qui auront deux centres d'homologie communs (33) ; les 
pôles de cette droite » par rapport à ces coniques, seront donc sur 
une même droite D ( Annales , tom: XVIII , pag. 296 , 3:* ) ; 'or> 
ces pôles appartiennent évidemment aux polaires de la droite, par 
rapport aux cônes respectivemeat ; d'oà il suit que ces plans s'ap- 
puyeot sur la droite D. 

Si , par la droite donnée , on conduit un deuxième plan langent 
à la surface du second ordre , on obtiendra une deuxième droite 
sur laquelle s'appuyeroot également les polaires; or, elles passent 
aussi par la droite, lîeu des sommets des cônes; elles ' s'appuyent 
donc sur trois droites fixes, ce qui prouve qu'elles appartiennent à 
UB hyperboloïde & une nappe. 

Il est facile de voir que les polaires d'une droite , par rapport 
i deux surfÏEices du second ordre circonscrites l'une à l'autre, se 
rencontrent en nn point du plan de la ligne de contact de ces sur- 
faces ; donc les polaires de la transversale , par rapport aux cônes , 
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rencontrent toutes sa polaire par rapport à la surface da second or- 
dre, laquelle se trouve ainsi sur l'hyperboloïde. 

Le ih^rème est donc complètement démontré. 

Si, par la transversale, 00 mène un plan quelconque, il cou- 
pera les cônes suivant des coniques; et il est clair que les pôles 
de la transversale, par rapport à ces coniques, seront sur l'hyper- 
boloïde , lieu des polaires de la droite ; ils seront par conséquent 
sur une coniçue ; et, si If pian mené par la transversale tourne 
tar cette droite, la conique engendrera thyperholoïde, 

aS. Si des tônes circonscrits à une surjace du second ordre ont 
leurs sommets sur une mime droite , les plans diamétraux conju- 
gués à une même droite , relatifs à tous ces cônes , envelopperont un 
nouveau cône. 

En effet, le plan diamétral conjugué à une droite, par rapport 
i un cAne , est le plan diamétral conjugué à la parallèle à cette 
dfoite conduite par le sommet du cône ; le théorème énonc'S'résulte 
donc du théorème {23} dans lequel on supposerait que le point 
donné passe à l'infini, 

a6. Si des cônes circonscrits à une surface da second ordre ont 
leurs sommets sur une même droite y i." tfus les diamètres con- 
jugués à un même plan , relatifs à ces cônes , appartiendront à un 
hyperhaloïde passant par la droite diamétrale de la surface du 
second ordre , conjuguée à ce plan ; a." les centres des coniques 
suivant lesquelles ce plan transversal coupera les cônes circonscrits 
seront sur une autre conique. 

Pour obtenir la démonstration de ce théorème, il soffit de sup- 
poser , dans le théorème (a4) t que la transversale passe à l'infini. 

Si le plan transversal est parallèle à la droite qui contient les 
sommets des cônes circonscrits, l'hjperboloïde se réduira à un plan ; 
car, dans ce cas, les .deux plans tangeos à la surface du second 
ordre , parallèles à celui-là , couperont les cônes suivant des coni- 
ques dont les centres, seront sur deux droites parallèles au lieu des 
sommets des cônes. 
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g. IV. 

37. Des courbes plaoes > traces sar une surface da second or- 
dre , correspondent , au moyen de la doctrine des polaires récipro- 
ques , à des cônes circonscrits à une autre surface du même ordre; 
d'où il suit que leurs propriët^s générâtes correspondent aux pro- 
priétés géncrates de ces cônes. Ainsi les théorèiDes du précédeol 
paragraphedunoent naissance à de nouveaux théorèmes qu'il doit nous 
sullire d'énoncer. Au surplus , leur démonstration directe ne présen- 
terait aucune diSicuUé , on la déduirait des principes exposés dans 
le §. I , comme nous avons déduit celte des théorèmes relatif aux 
côoes circonscrits des principes exposés dans le §, IL 

Rappelons d'abord le théorème (,8) qui peut être énoncé ainsi : 

28. Si des courbes planes , tracées sur une sur/ace du second 
ordre , sont dans des plans passant' par une même droite ^ les ca- 
nes yo/ auront ces courbes pour bases et pour sommet commun un 
tjueîcontjue des points de la surface du second, ordre , seront cou- 
pés par tout plan transçersal suivant des coniques ijui ^ prises deux 
à deux , auront mêmes axes de symptose. 

Ces coniques jouiront , conséqnemment , de toutes les propriété» 
d'une série de coniques circonscrites à un même quadrilatère. 

Si , par la droite soirant laquelle se coupent les plans des cour- 
bes tracées sur la' surface du second ordre , on peut conduire deux 
plans tangens à cette surface; aux deux points de contact, consi- 
dérés comme deux courbes infiniment petites , correspondront, sur 
le plan transversal , deux points qui feront partie de la série de 
coniques ; ou bien , si chaque plan tangent touche la surface du se- 
cond ordre suivant deux droites, à ces droites correspondront, sur 
le plan transversal, deux systèmes de drcùtes faisant partie' de la 
série de coniques. 

Par les polaires réciproques , le théorème (a3) donne le suivant : 

39. Si les plans de plusieurs courbes planes , tracées sur une sur- 
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face du second ordre ^ se coupent suivant une même droite ^ tout 
plan transversal coupera ceux de ces courbes suivant des droites 
dont les pâles respectifs , relatifs à ces mêmes courbes , seront sur 
une conique i contenue dans le plan polaire du point où le plan 
transversal coupera la droite , section commune des plans de ces 
courbes. 

Au théorème (34) corre^ond pareilleoieot cetai-ci: 

3o> Si les plans de plusieurs coniques , tracées sur une sutfaee 
du second ordre , se coupent suivant une même droite ; toute droite 
transversale percera ces plans en des points dont les polaires res- 
pectives t relatives à ces. coniques , appartiendront à un hyperho^ 
loïdê qui tontiendra la polaire de la transversale ^ prise par rap- 
port à la surface du second ordre. 

Si, pat les coniques, on £ait passer des cônes a^ant pour sommet 
commun un quelconque des points de la transversale, il est clair 
que les plans diamëtraui respectifs de ces cônes, conjuguas à la 
transversale, passeront parles polaires des points où celte droite 
percera les plans des coniques ; ces polaires étant prises respecti- 
vement par rapport Â ces menées coniques. Ces plans seront donc 
tangeos à l'hyperboloïde, lieu de ces polaires, et envelopperont cou- 
séquemnient un cône ; de sorte qu'on a ce théorème : 

3i. Si les. plans de tant de coniques qu'on voudra , tracées sur 
une surface du second ordre ^ se coupent tous suivant une même 
droite , et si des cènes , ayant leur sommet commun en un quelcon- 
que des points de T espace , ont ces coniques pour bases , les plans 
polaires respectifs Sun autre point quelconque de tespace , rela- 
tifs à ces cônes t envelopperont un nouveau cône. 

Et , si le sommet commun de tous ces cônes se meut sur une 
droite passant par ce point , /* cône , enveloppe des plans polaires 
de ce mime point , enveloppera lui-mime un hyperholoïde. 

Si , dans le théorème (29) , on suppose le plan transversal situé 
à l'inûni , on aura ce théorème ; 

33. Si les plans de tant de coniques qu'on vouJra , tracées sur 
Tom, XIX 34 
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ane surface au second ordre , se coupent tous suivant une même 
droite , les centres de ces coniques seront tous sur une nouvelle co- 
nique , contenue dans le plan diamétral de la surface du second 
ordre conjuguée à cette droite. 

Le th^rème (3o), quand la droite passe à l'infiDÎ, deviearce- 
I(iî'-cî ; 

33. Si les plans de tant de coniques qu'on poudra , tracées sur 
une surface du second ordre , se coupent tous suivant une mime 
droite , les diamètres de ces coniques conjugués aux droites sui- 
rtint lesquelles leurs plant seront coupés par un plan transversal 
quelconque , appartiendront à un hyperholoîde qui passera par le 
diamètre de la surjâce du second ordre conjugué à ce plan. 

34. Les ibéorémes des §. lit et IV donnent , comme cas parti- 
culiers , plusieurs propriétés des cordes d'une conique issues d'un 
même point . ainsi que des angles circonscrits ayant leurs sommets 
sur une même droite. Comme nous nous proposons de les repro- 
duire dans une autre occasion , nous nous dispenserons de les énon- 
cer ici. 

On peut faire d'autres applications des précédens tliéorèraes: par 
exemple , on s'en sert utilement pour démontrer les deux parties de 
celui-ci : 

Par des coniques tracées sur une surface du second ordre , de 
telle sorte que les plans de ces coniques se coupent tous suivant 
une même droite, soient décrites d'autres surfaces du second or- 
dre, toutes inscrites ou circonscrites à celle-là; 

t." Une infinité de ces surfaces pourront toucher un mime plan 
donné y et le lieu géométrique de leurs points de contact avec lui 
sera une conique ; 

a." Une infinité de ces surfaces pourront passer par un point 
donné , et leurs plans tangens en ce point envelopperont un cône. 

Si , dans le premier cas , le plan douoé passe par la commune 
section des plans des coniques,: la conique, lîeu des points de con- 
tact , se réduira à un point. 
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Si , daDS le secoad cas , le point donné est sur la droite, lieu des 
pôles des plans des coniques, toutes les surfaces du second ordre 
circonscrites auront un même plan tangent en ce point. 

La surface du second ordre à laquelle sont inscrites les autres sur- 
faces pourrait être un cône. 

Les théorèmes des deux §. III et IV ne sont eux-mêmes que 
des cas patiicuiiers des propriétés générales des systèmes de sur- 
faces du second ordre inscrites ou circonscrites & la fois à deux au- 
tres surfaces du même ordre ; propriétés dont la recherche fera le 
sujet d'un autre article. 



QUESTIONS RESOLVES. 

Solution de deux des six problèmes de géomé- 
trie énoncés à la pag, i55 du précédent 
volume , 

Par un A B o K M É. 

JT ROBtEME I. Sur le plan d'un triangle donné décrire un cer- 
cle qui intercepte^ sur les directions des trois côtés de cetrianglsy 
des cordes égales à trois droites données ? 

Solution. Comme il faut trois conditions pour déterminer un cer* 
de sur un plan , on voit d'abord que le problème est déterminé, 
c'est-à-dire qu'il ne peut être résolu que par un nombre de cercles ' 
limité. 
'Si l'on exigeait seulement que les cordes interceptées par le cer- 
cle cherché, sur les directions des deux côtés d'un même angle du 
triangle donné , fassent égales à deux droites données , le problème 
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dericDilrait indéterminé, c'est-à-dire qu'il ponrrait élre résolu par 
une inlinité de cercles se succédant les uns aux autres sans in-* 
terrupiion ; les centres dé tous ces cercles seraient donc sur une cer- 
taine courbe. A chaque sommet du triangle répondrait une sembla- 
Lie courlie, et les courbes, répondant aux trois sommets, se coupe- 
raient aux centres des cercles qui résoudraient le problème. Yojons 
donc quelle est la nature de ces courbes. 

Soient a , b deux des côtés du triangle donné et ? l'angle com- 
pris; prenons ces deux côtés pour axes des x et des y , et cher- 
chons sur quelte courbe se trouvent situés* les centres de tous les 
cercles qui interceptent, sur ces mêmes côtés, des longueurs données 
aa' et 3b'. 

Soit (/,u) l'un d» ces centres; les perpendicolaires abaissées 
de ce point sur les deux côtés a,è seront respeclivemeot uSin.y 
et /Siu.7 ; leurs pieds tomberont sur les milieux des cordes aa' et 
3^'; de sorte qu'en ajoutant respectivement o'* et^' aux carrÀ 
des longueurs de ces perpendiculaires , on aura deux expressions 
du carré du rayon du cercle qu'on pourra égaler eoixe elles; ce qui 
donnera 

«•Sia.*y-J-fl'*ss/*Sin.*ï+i'' , 

c'est-a-dire , 



telle est donp l'éqnation du lieu des cefMres de tons les cercles qui 
, interceptent sur les deux côtés a , £ de l'angle y dit Iriaaglfi dopné , 
des longueurs respectivemeat égales à 2a' et 2h\ 

On reconnaît cette équation pour celle d'une hyperbole dont les 
asymptotes divisent en deux parties ^ales les quatre angles que for- ' 
ment les directions des côtés et ^; ces asymptotes .sont doncrecr 
tangutair^s, et cooséqueumeat l'hyperbole e&l équilatèce; elle passe 
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d'Ailleurs p&r les quatre points donoés par le» deux doubles ^qua* 
lions 



dont les distances aui deux côi& <7 et 3 soQi respectivement +(j' 
et -^b' ; la solution du problème proposé est donc reuferme'e dans le 
théorème suivant : 

THÉORÈME l. Àus trois c&tés a , b , c d'un iriangh donné 
soient menées ■, départ et d'aatre ^ desparaUèles qui en soientres- 
peciivement distantes des quantités données a', b' , c' ; ces trois 
couples dt parallèles formeront , par leur rencontre , trois paral~ 
lélogrammes ayant laurs centres aux trois sommets du trîangleè 
A chacun de ces parallélogrammes soit circonscrite une hyperbole 
éçailatiref ayante pour asymptotes les deux droites ^perpendiculai- 
re» tune è Vautre , divisant en deux parties égales , tant F angle 
du triangle donné qui a son sommet au centre du parallélogramme , 
que le supplément de cet angle. Les trois hyperboles ainsi décri- 
tes se couperont en quatre points , centres d'autant de cercles qui 
intercepteront , sur les directions des trois côtés a , b , c A/ triàn" 
gle donné f des longueurs respectivement égales à m' , sh' , zd. 

Les centres des cercles chercha ainsi di'terminÀ , rien ne sera 
plus aisé que d'eu trouver les rayons respectifs ; car » pour chacuD 
d'eux I en abaissant de son centre des perpendiculaires sur lesdi-* 
reclions des trois côle's a ^b , c, et prenant , sur ces mêmes direc- 
- lions , de part et d'autre . des pieds de ces perpendiculaires , des 
longueurs respectivement égales à «^ , j' ,«' , on obtiendra six points 
de ta circonférence k décrire. 

Si deux des trois longueurs dotiaées a'^b' ,c' étaient égales en- 
tre elles y l'ube des trois hyperboles se réduirait à. ses asymptotes, 
et il serait facile de ramener les intersections de chacune de ces 
asymptotes., avec l'une des deux autres byperboles, à celle de celte 
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m^me asymptote avec un cercle ; de sorte qu'alors le problème se- 
rait rigoureusement rësultible arec la règle el le compas. 

Si les longueurs données a'^b', c' étaient toutes trois^gales en- 
tre elles, les hyperboles, se réduiraient toutes trois & leurs asymp- 
totes , et les centres des quatre cercles cherchés ne seraient autres 
alors que les centres des cercles inscrits et ex-inscrIts au triangle 
proposé'} ce qui est d'ailleurs évident. 

PROBLÈME II. Sur U plan d'un triangle donné décrire vn 
cercle tel que les angles circonscrits qui auront mêmes sommets que 
ce triangle soient égaux à trois angles donnés ? 

Solution. Comme il faut trois conditions pour déterminer un cer- 
cle sur un plan , on voit d'abord que le problème est détertnîaé, 
c'est-à-dire qu'il ne peut être résolu que par un nombre de cei- 
ctes -limité. 

Si l'oo exigeait seulement que les angles circonscrits an cercle 
cherché , ayant pour sommets deux des sommets du triangle donné , 
fassent égaux à deux angles donnés , le problème deviendrait indé- 
terminé, c'est-à-dire qu'il pourrait être résolu par une infinité de 
cercles, se succédant les uns aux autres sans interruptioD ; les cen- 
tres de tous ces cercles seraient donc sur une certaine courbe. A 
chaque côté du triangle répondrait une semblable courbe , et les 
courbes répondant aux trois côtés se couperaient aux centres des 
cercles qui résoudraient le problème. Voyons donc quelle est la na- 
ture de ces courbes. 

Soient c un des côtés du triangle donné et oc, |3 les deux angles 
adjacens ; prenons ce côté pour axe des x , le sommet de l'angle a 
pour origine et la direction de l'autre côté de cet angle pour axe 
des y , et cherchons sur quelle courbe se trouvent situés les cen- 
tres de tous les cercles tels que les angles circonscrits qui ont mê- 
mes sommets que les deux angles a et ^ soient égaux à deux an- 
gles donnés sa' et a^'. 

Soit (<)V) le centre de l'un de ces cercles ; les droites qui 
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le joiodront aux deux sommets de a et |3 auront respectirement 
pour loagueurs 



lesquelles multipliées respectirement par Sia (/ et Sia.0' donneront 
deux expressions da rayon du cercle cherché que l'on pourra éga- 
ler entre elles ; on aura donc en qnarrant 

(;'+3/aCos.a4-«*)Sin.'«'={»'+a»('— r)Cos.a-K/— i:)')Sin.*P' ; 

telle est donc l'équation du lien des centres de tous les cercles 
tels que les angles circonscrits qui ont mêmes sommets que les an- 
gles « et Jî , adjacens au côté c du triangle donné , sont respecti- 
vement égaux aux angles donnés 2a' et %^. 

On reconnaît aisément que cette équation est celle d'un cercle 
qui a son centre sur l'axe des :r , c'est-à-dire, sur la direction du 
côté e du triangle donné ; de sorte qu'il suQira , pour pouvoir le 
décrire, de connaUre les deux extrémités de celui de ses diamè- 
tres qui. est dirigé suivant cette droite; c'est ce Â quoi on parvien- 
dra en faisant tlans cette équation u=o, et en déterniinant les 
deux valeurs de / qui en résultent. On obtient ainsi 

/"Sin.V=s(;— £)'Sio.'(î'- 

d'où 

H:/Sin««['=^(/_^;)Sin.Ii' 
et par conséquent 
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On reconnaît aisément que ces valeurs répondent â deox points, 
l'un snr le côlé c lui-même et l'autre sur son prolongement , dont 
les distances à ses deux eitrémités sont *en raison iaverse des si- 
nus des angles af et ^ qui leur correspondent ou en ralon directe 
de leurs cosécantes; de sorte que la solution du problème proposé 
est renfermé dans le théorème suivant : 

THÉORÈME IL Des sommets des trois ongles «,^, y d'un 
triangle donné , pris tour à tour pour centres , soient décrits trois 
cercles dont- les rayons y d'ailleurs de grandeur arbitraire y soient 
respectiçemefit proportionnels aux cosieantes de trois angles don- 
nés a' y^ ,'i' , et soient déterminés les centres dhomologie ou de 
similitude de ces trois cercles , pris successivement deux à deux 
Si t sur les distances entre les deux centres dhomologie relatifs à 
chaque couple de cercles , prises tour i tour pour diamètres , on 
décrit trois nouceaux cercles y ces derniers passeront tous trois par 
deux points , centres de deux cercles tels tjue les angles circons- 
erits qui auront mimes sommets que les trois angles a^ ^ , y du 
triangle donné seront respectivement égaux à âa', a(î', 2/ (*), 



(*) C'est exactement è cela que revient, pour le fond , une aolntion qui 
nouB a été adrauée par M> PagUani , cadet au corps rojral des Pionniers k 
Modène ; mais l'auteur le borne à dimontrer une construction que aa saga- 
cité lui a suggérée, tandis qu'ici l'analyse fait découvrir cette construction. 

On sait que tous les points da plan de deux cercles, desquels ces cerck'i 
sont TDS BOUS des angles ég:aux sont ceua de la circanf<érence décrite sur la 
distance entre leurs centres d'homologie , prise pour diamètre ; d'où il suit 
que les deux points du plan de trois cercles d'où ces cercles sont tus sous 
des angles égaux. bodI cen^L oii le coupfjpt les trois cercles décrits de la même 
manière, par rapport à ces trois^lfa, pris tour k tour de ui & deux. D'après 
cette remarque le théorème pourra £tre très-brièTcment énoncé comme il 
suit: 

lie centre da cercle qui est va det sommets d^an triangle donné sous trois 
angles donnés, est le point d'où l'on ^errait, sous des angles égaux , trait 
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Les centres des deux cercles qui résolvent le probUtne ainsi dé- 
termines, rïea ne sera plus facile que d'en trouver les rayons res- 
pectifs; car, pour chacun, en joignant son centre aux sommets des 
trois angles «> PiV par des droites, et menant, par les marnes 
sommet», de nouvelles droites faisant respectivement avec celles- là 
des angles af , ^' , y" ; les perpendiculaires abaissées du centre sur 
ces dernières seront des rayons du cercle à décrite. 

Si deux des trois angUs donnés 0/ , p' , / étaient égaux entre eux , 
l'an des cercles , lieux des centres des cercles chercha, se réduirait 
à une perpendiculaire sut le milieu de l'un des côtés du triangle 
donné, axe de symptose ou axe radical des deux autres ; et, si ces 
trois angles étaient égaux , les trois cercles se réduisant tous alors & 
des perpendiculaires sur les miFieux des côtés du triangle donné, 
le centre du cercle cherché ne serait donc autre que le centre du 
cercte circonscrit à ce triangle ; ce qui est d'aiHeurs évident. 

A cause de la parfaite analt^ie qui existe entre ces deux problè- 
mes , on était fondé à soupçonner que , puisque le premier se ré- 
sont par des intersections d'hyperboles équilatères , l'autre se résou- 
drait par des intersections de cercles. 

Les quatre autres problèmes de l'endroit cité ne seraient pas plus 
dilUciles À traiter que ces deux^Â, si les forusulcs de la géométrie 
analytique à trois dimensions , relatives aux axes de coordonnées 
obliques , nous étaient plus familières. 

Lyon, 1« 28 juillet 1838^ 



ctrelei qui auraitnt pour cmtrtt les sommtU au triangle , et dont Its ratfOng 
seraient respectivemtnt proporttonntU aux eosieantu dts moitiés des trois on- 
gUs donnii. 

J. D. G. 
Tom. XIX a5 
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QUESTIOl^S PROPOSEES. 

Théorèmes de géométrie proposés à démontrer \ 
Par M. F. Sarrus. 



I. Ijes milieux dei cordes interceptées par une conique, sur des 
droites issues d'un même point, sont sur une autre conique qui 
lui est homoihélique et qui passe par le point dont il s'agit. 

II. Les milieux des cordes interceptées par une surface du se- 
cond ordre, sur des droites issues d'un même point de l'espace, 
sont sur une autre surface du second ordre qui lui est homothé" 
tique et qui passe par le point dont il s'agit. 

Problèmes à résoudre* 

I. Quel est le lieu des droites qui divisenl en deux parties éga- 
les les angles suivant lesquels une surface conique du second or- 
dre est coupée par les plans conduits par une même droite menée . 
par sort sommet ? 

II. Quel est le lieu des centres de toutes les sections faites dans 
une surface du second ordre par des ptaus qui se coupent sui- 
vant une même droite ? 

III. A quelle courbe sont tangentes les droites qui divisent eu 
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Aeux parties «égales les angles circonscrits à une conique , qui ont 
leurs sommets sur uoe même droite ? 

IV. A quelle surface sont tangens les plans qui divisent en deux 
parties égales les angles dièdres circonscrits à une même surface 
conique du second ordre , qui ont leurs arêtes sur an même plan 
conduit par son sommet i 

Y. Les diamètres principaux des surfaces coniques circonscrites 
à une même surface du second ordre , qui ont leurs sommets sur 
une même droite, sont-ils tangens k une même courbe, et quelle 
est cette courbe f 

VL A quelle surface sont tangens les plans qui divisent en deux 
parties égales les augles dièdres circonscrits & une même surface 
du second ordre, qui ont leurs arêtes dans un même plan? 

Vil. A quelle surface sont tangens les plans qui divisent eu deux 
parties égales lei angle dièdres circonscrits k nne même surface du 
second ordre , dont lés arêtes passent par un même point. ? 

yill. A quelle surface sont tangens les diamètres principaux des 
surfaces coniques circonscrites & une surface du second ordre, qnî 
4int leurs sommets dans un même plan ? 

Problème proposé par M. W. H. T. 

Quelles doivent être les dimensions d'un cylindre droit, inscrit 
à une sphère , pour que sa surface ou son volume soit un maxi" 

mutn ? 

Problèmes proposés par M. L. P. E. R. 

I. Lorsqu'on donne les trois côtés d'un triangle , le triangle est 
donné , et , par suite , sont ausH donnés les rayons des quatre cer- 
cles inscrits et ex-înscrits , entre lesquels il doit conséquemment 
«xister une certaine relation. ( Annales , tom. XIX , pag. 86 ). 
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Mais , parce que la ligne diohe n'est qu'un cas particulier du 
cercle , un triangle n'est qu'un cas particulier du sjsième de trois 
cercles auxquels huit autres cercles peuvent être tangens. 

Or, trois cercles sont déterminas sur un plan par six élémens; 
savoir : leurs rayons et les distances entre leurs centres ; d'où l'oa 
voit que les rayons des huit cercles qui les touchent tous trois 
sont des fonctions de ces six ëlémens , et qu'en consi^quence il doit 
eiister deux relations distinctes entre ces huit rayons. 

On propose d'assigner ces deux relations ? 

If. Des considërattons analogues protiverit qu'il doit aussi exister 
deux relations distinctes entre les angles géne'rateurs des huit cô- 
nes de r^Tolution qui toucKent , h la fois^ trois cônes donnés d« 
rérolutioa de même sommet. 

On propose également d'assigner ces deux reFations ? 

UT. Des eoDsidérations analogues prouvent encore que , de même 
qu'il existe deux relations distinctes ( Annales , tom. XIX , pag. 
g4 ) entre les rayons des huit sphères qui touchent à la fois les 
quatre faces d'uu tétraèdre donné , il en doit exister six entre les 
lajons des seize sphères q^ui touchent , h la fois , quatre sphère 
doonées. '' 

On propose aussi d'assigner ces six relations B 
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HYDRO - DYIVAM IQUE. 

Mémoire sur les oscillations des corps Jlottans ; 

Par M. F. Sarrus , docteur agrégé hs sciences , professeur 
de mathématiques et de physique à Perpignan. 
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JLjE problème qat fait le sujet de cet essai, traita arec toute la 
généralité dont il est susceptible , consisterait it déterminer les di- 
vers moavemens d'oscillation que peut prendre un corps solide li- 
bre, pesant, plongé en tout ou en partie dans un fluide égale- 
ment soumis à l'action de la pesanteur, mais qui peut être indif- 
féremment compressible ou incompressible , homogène ou compose 
de couches de nature différente. 

Dans l'état actuel de la science, ta solution rigoureuse de ce 
problème est , pour ainsi dire. Impossible ; aussi les divers géomè- 
tres qui ont essayé d'en résoudre quelques cas particuliers, n'ont- 
ils pu y parvenir qu'au moyen des hypothèses suivantes , savuir : 

i." Que la pression qu'éprouve chacun des. points du corps flot- 
tant peut être calculi^e comme si le fluide a'avatt aucun mouve- 
ment; 

a.** Que les divers mouvemens du corps flottant sont assez. pe- 
tits pour qu'il soit permis de négliger , sans erreur sensible , les 
quantités de l'ordre des carrés ou produits de ces mouvemens; 

3.° Que les dimensions du corps flottant sont assez petites pour 
qu'on puisse regarder la pesanteur comme une force de grandeur 
constante, agissant suivant des directions parallèles. 

Tom. XIX , n.'* 7, i." janvier jSag. 36 
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Comme dans les cas réellement utiles, ces diverses suppositions 
ne liV^artent que bien peu de la vérité, les résultais auxquels elles 
conduisent peuvent être considérés comme suffisamment appro- 
chés ; nous les adopterons donc dans ce qui va suivre; mais, à 
cela près , nous présenteious une solution purement anal^'tique du 
problùme général , tel que nous l'avons posé ci-dessus. 

Représentons , suivant l'usage , par g la gravité , la masse d'une 
molécule quelconque du corps flottant pat D/n , la pression normale 
qu'éprouve cliaque point d'un élément ci> de la surface de ce corps 
par ^ , la normale correspondante , mesurée depuis un point de 
cette droite pris dans l'intérieur du corps , par r , prenant l'ase des 
z vertical et dirigé de haut en bas ^ et observant que la pression 
p tend à diminuer la longueur r de la normale , nous aurons , poux 
déterminer le mouvement du corps flottant, l'équattoa 

dans laquelle les intégrales indiquées par la caractéristique S sont 
relatives à la moléctde Tim , et doivent s'étendre & toute la masse 
du corps flottant, tandis que l'intégrale indiquée par la caracté- 
ristique/est relative à l'élémei^t m, et doit s'étendre seulement à 
toute la partie delà surface de ce même corps qui est baignée par 
le fluide. On doit observer , en outre , que les variations ix , èy , Ss 
ne sont pas entièrement arbitraires , parce qu'elles doivent satis- 
faire à la condition d'invariabilité de distance entre deux molécu- 
les quelconques. Cette condition va nous conduire à la forme la 
plus générale de ces variations. 

En désignant par x ,y , z , X, Y,Z les coordonnées de deux 
molécules quelconques du corps flottant, le carré de leur distance 
sera exprimé par 
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dont la TarialioQ doit être ideotiqucment nulle; ce qui donne 

o~(x—X)(9x—sx)-{-(x--r){Sj'-sr)-^(z-^Z)(èz—sz) . 

laquelle doit être saiisfaiie y quelles que soient les valeurs particu- 
lières des coordonnées x^y^z, Xy K, Z. 

En prenant sncccssivernent pour ( X,Y,Z ) trois points dxài 
invariablemenl avec la masse du corps flottant, l'on arriveiait à 
trois équations semblables à la précédente y et au moyen desquel- 
les on parviendrait à déterminer àx , iy , «Sz , en fonction de ;i; , 
y , z , des coordonnées des trois poiiils ausiliaires et des variations 
de ces coordotinées ; c'est-A-dire eu fonction de x^y^z et d'au- 
tres quantités qui ont la même valeur pour . toute autre molé- 
cule. Cela posé, si l'on dilTérentie l'équation ci-dessus, successive- 
ment par rapport à :r,^, £, et que l'on observe que X^ Y ^ Z 
doivent être trailéâ comme des constantes , l'on trouvera 

o=*r_ajï+(x-A) i^ +(^.-1-, %M'-Z) ^ , 

En dilTérentiant celles-ci , & leur tour , successivement par rapport 
Ji XyY , Z , et observant que , dans ce cas, ces quantités et leurs 
' variations sont les seules que l'oa doive traiter comme variables , 
on trouvera 
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Aîv AIX Ais AiY Al* AtZ 

Afy , AiX Aiy . AtY Afy , AiZ 

__ Ai* AiX __ Aft AtY Aie AiZ 

Comme les dlfT^rens termes qui entrent dans ces équations sont în- 
dépendans les uns des jr , y , z et les autres de X , ¥, Z , oo 
en conclura sans peine qu'ils sont tous ind^pendans tant de x^y^ 
X que de X, Y, Z , et que , par conséquent , on doit avoir iden- 
tiquement 



itx itX 

d. ~ dx • 


dfa _ dix 

dr ~ dr ' 


i)x _ ilX 
de ~ iZ 


i>r _ d»y 

ix AX ' 


ify _ d»i- 

if ~ iï ' 


iir _ itr 

dx " dZ 


ih d>Z 

■sr=dx • 


»>• _ itz 

dr ~ dl- ' 


dfc _ HZ 
d,~ dZ 



doat la comparaison avec celtes qui prëcëdenl nous conduit i faire 



db 

•dr"" ' 


d»r d>. 

:d« d. 


%-"' 


i)e !>• 

dJ =-■=■=''• 


ik 

-7— =0 F 


d»« Hr 
d, - d. =" > 
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en désignant par A , ft , v des quaniit^ quelconques indi^pendanles 
de x,y,r, et qui doivent conserver leurs valeurs pour toutes les 
oiolecules. 

Prësenlemeot les difFërénti elles totales de 5;r, ij, 5z , prises en 
regardant le temps comme constant, donnent idenllquemenl 

,. d^x - , Aix , Atx , 
d 0*= ~ — <!«■+■ -; — drH — :— dx , 

lesquelles , an moyen des rësuttais que nous Tenons d'obtenir , se 
réduiront à 

d^=Adz— vdx , 
dJz=jtdd7— Ad^ ; 

qui , par leur intégration , doqs donneront pour 2r , iy ^it les Ta- 
Jeurs suivantes: 

ojr^a-|-vy^-ur j \ 

3j'=^>z— v* , \ (a) 

3«=>+(jLr — ijr ; ] 

dans lesquelles a y^, y sont des quantités indépendantes de x,Yt 
s , mais d'ailleurs arbitraires. 

Avant de subsliluec ces valeurs de ix^ Sy y et dans l'équation (i) , 
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il convient de mettre le terme Jpt^Sr de celle équation sous «ne 
forme qui se proie plus fucUemeat aux calculs que nous aurons 
à elTectuer par la suite. 

Lorsque le corps flottant est eniièremont plonge dans le fluide, 
cttie intégrale fpia^r doit élre prise dnns louie IViendne de la 
surface de ce corps. Or, on pourra toujours admettre qu'il en est 
ainsi , pourvu qu'où regarde, s'il le faut , la dL'nïiié du fluide comme 
éiunt nulle dans une «tendue plus ou moins considérable. Aumo^en 
de ce petit anillce, nous n'aurons plus besoin de distinguer le cas 
où le corps flottant est entièrement plongé dans le fluide de celui 
oïl il ne l'est qu'en partie seulemenl. 

Cela posé, soient a, b, c les coordonnées de l'origine de la 
normale ; nous aurons 

et par suite 

4r= Sx— — - Sy iz , 

r r -' r ' 

d'oi^ on conclura 

Présentement nous observerons que l'expression < est celle du 

cosinus de l'angle que ferait cette normale avec une parallèle me- 
née par son pied , à l'axe des x ; et que , par suite , celle expression 
est aussi celle du cosinus de l'inclinaison de l'élément la swt le plan 
des yz ; de sorte que la projection de cet élément sur le plan des 

yz est, abstraction faîte de son signe, égale à ta, .Appelant 

donc d^dz celte projectioa^ nous aurons 
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a». =-^àydz ; 

le signe + on — devant élre convenablement d^termin^. Pour re- 
connaître que] est celui de ces deux signes qu'il faut prendre, dans 
chaque cas particulier, considérons une droite indéfinie parallt-le à 
l'axe des s ; les valeurs de ^ et de z , relatives aux diffërens points 
de cette droite, seront toujours les mêmes ; il n'y aura que celle de 
s qui changera. Nommant donc jt, , :r,, x,, ,..„., les valeurs de x 
qui sont relatives aux points où ta droite perce la surface du corps 
flottant, et supposant ces valeurs rangées dans uo ordre tel que 
l'on ait 



«■. — x,>0 t JT, — T,>o , ir^ — :r,>o, . 



ce qui esi toujours possible, on verra sans peine que les diflTérens 
points de cette droite, pour lesquels x se trouve compris entre x, 

et X,, Xi et x^, Xt et x,, sont situés dans l'intérieur du 

corps flottant , et les autres , c'est-à-dire , ceux pour lesquels x se 

trouve compris entre j-, et j-, , x^ et Xj, ««. en dehors de ce 

corps ; ce qui exige que les points d'intersection de la droite avec 
la surface du corps flottant soient en nombre pair, et, de plus, 
que , par cela seul que la normale r doit être tout entière dao» 
l'intérieur du corps flottant, on ait - 

Oi — ^*i>o , a, — Xt<,o y <7, — ^i>o , ...M. 

0) . <ii t 01 1 ••- représentant les valeurs de a qai correspondent 

aux normales- r,, r,, rj, relatives à »,,*,, :r, Si donc on 

représente par ta, , <d,,(o,, ...... les élémens de la surface du corps 

flottant qui se trouvent situés aux différens points où cette surface 
est percée par la parallèle à l'axe des x dout il vient d'être ques- 
tion, nous pourrons faire 



DigitizedbyCjOOQlC 



OSCILLATIOISS 

g.— .g. , , 



En observant <jne ces él^mens peuvent toujours être pris de telle 
grandeur que leurs projections soient égales entre elles , nous con- 
clurons de là 



^ — dyàz(p,èxt — p^àx,+p^SJr^ — -/tidri^—— •• ) , 

en désignant par ^, ,/?,,;»,, ...^ les valeurs de /> qui sont relati- 
ves aux élémens ci>, , w. , wi , 

Maintenant nous observerons que les valeurs de Sx, , Sx^ , Ss^ , .„. 
doivent être donnas par la première des équations (s) , et que , 
par conséquent, elles ne sont fonctions que des coordonnées j, ^, 
lesquelles conservent leurs valeurs dans toute l'étendue de la trans- 
versale , et qu'ainsi l'on a 

ix,ss9x,^iTi^.t =5j: ; 

ce qui change le résultat obtenu ct-dessus en celui qui suit : 

p,ft>,. ~ '■ 3jr,+/>,w,. ~ '-ix,-\-pitt}j. — ^5-^1+ 

~—dyàzSx(p.-pi-\-p,^Pi+.....,) . 
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Prt^entement , si l'on regarde p comme une fonction piuemeiit 
analytique dont l'eiïslence a lieu dans tous les poiuts de t'espace, 
on pourra faire 

p^-p^-^-p^—PK-f =fii^^ » 

pourvu sculocnent que l'on ne prenne l'înt/grale du second mf>m- 
bre que pour les points situes dans l'intérieur du corps flottant ; 
par suite nous aurons 

«1— Jfi , o— a-, a.—Ti » 1 ■ /^ tl» 

. ■ 0^1+^iW,. o-ï'.+^îWi- 1-.....^— dyu^dJT / — uj . 

r, ' r. ' r, ' ■* J ii,s 



dre la somme de toutes les expressions analogues à celle qui forme 
le second membre de celte équation , ce qui nous donnera 

on aura semblablemont 
fp^ t::Z èyzz-fffdxàyàz.^èy , /p<a.^^Sz^^//f&aAyAz,^^iz , 
et par suite ^ 



Jp>^=+ffjtp.ài:iyiz ; 

l'intégrale àa Sfcond membre devant être prise dans tonte IVleo- 
Tom. XIX 37 
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due de l'e^ce occupé par le corps flottaat. En stibslUaidl cette 

valeur daas l'équatioa (i) elle deviendra 

g , J-'>'4jV»j±l^^ Dm=gSa^Dm-///t^.ixàyàz . (3) 

Il nous reste à mettre dans cette équalioa la valeur de Sp , va- 
leur que iKMis ne pouvons trouver gn'L'n supposant l'équilibré dû 
fluide; ce qui donne , comme l'on aait, 

S/,=eASz , (4) 

eti désignant par A ta densité'' de ce fluide. Au m'oyed de cette 
valeur , l'équation (3) deviendra 

S( '-'■+y+'-''- ]nr,=sSS':Om-eJr/^Sr.i.iyiz: (5) 

dans laquelle il faudra substituer les valeurs de 9x,iy,i£, don- 
nt'es par hes équations (3) ; mats il convient auparïiTirtit de lui 
faire subir mcore une transformation. 

Désignons par X, Y,Z les coordonnées du centre de gravité 
du corps flottant , el faisant 

nous aurons identiquement 

Sx\im—SXU.-n+Sx'T)m-=mX-^Sx'\}m , 

S2D/n=SZDyR+S2'D/n=m^4Sx'D/n ; 

mais d'uD autre côté, par la propriété du centre de gravité, oa 
doiit>arloir 
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mX=SxJ}m , mYs?Sy;'Om , mZ.=SzTim ; 
d'où ou conclura 

S*'Dm=o , S/Dm=o , Sz'Dm=o . 

Aa mojr^n ^ c^ TQiei)».» 1q> prçnjier memlifc «te f^qwttioti (5) 

deviendra 



i^XiX+à'YJY+A'ZiZ+d'Xix'+^Yir'+i'Zlk* 






Maintenfint' lè( valFurs- de ^', T, S étant les ni^n pour ton- 
tes tes molÀ:ale3 D/n ^ ces quanlùÀ el leurs, différentielles pour- 
rool se mettre liors du signe S , ce qui nous donnera 



<- 



•X>X-\:»fYiY.\itZ)Z. 



\x>m:=m ( 



i'Z)X-{-i'Y>X+i'Z>Z ' 






-Sif'Dm 



S -^ *)''Dto= 



— S»yDm , 






'- Sèz^Dm , 



S ~ iXDm=»XS ^ D/n ; 
dii di» 



d^>' " al» 
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S ^ iZDm^SZT ^ D/n . 

Au moyen de ces Talears, le premier membre de IVquatioa (5) 
deviendra 

/ d-XtX+d'Ytr+àrZtz \ ,./ d..')ï'+dv*,^+d'.'fe' \ „ 

"{ ïT. )-*\ iT- ;""• 

tandis que le second sera 

gS(SZ+Sz')ï)m~g///(è2+iz')Aàx'ùyiz' , 

ou encore 

g.7i^Z~'gSZ/'j(/'Aàx'ày'd£'—g///Sz'Ads^dy'dz^ , 

en observant que SJz'D/n = o. Cette (fqualion (5) pourra donc se 
mettre sous la forme 



)+s(i^î±:±^^0itiiff:)D™ 



/ j-XtX+i-YtY+l-ZtZ 

K if 

—gfi>SZ—giZ///Aix'i}-'ii'—g///Si'M3:'àyit' . 



(6) 



Lorsque le corps flottant est enitcrement libre , les valeurs de 
iX, Sy, iZ sont arbitraires et indépendantes de èx' , iy* ^ Sz' ; d'où 
il résulte que leurs coefliciens doivent être identiquement f^gaux 
dans les deux membres de cette t^quattoa , ce qui donne les équa** 
tioDS 

^=0' iir=°* "ï- -j^ =5'n-^X'7^dx'd/d2' , (7) 

lesquelles serviront à déterminer le mouvement du centre de gra- 
vité du corps ilolUQt et réduiront l'équatioa (6) à la suivante: 
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Sf 7—^~.^-L jDm=^g//fiz'Adx'dy'd£' . (8) 



Pr^seniement , les équations (a) nous donneront, comme cas par- 
ticulier , 

lesquelles retranchées des ^nations (2) donnent 

•u , ce qui revient au tnéme , 

ix'=-*y* — fAz' , 

d'après les valenrs x=X-\-x' , y=y-{^' , z=Z-\-z', posées ci-dessus. 
Au moyen de ces valeurs, l'équation (8) deviendra, en meltaut 
A,[i,v hors du signe d'intégration, 






=''g/^W'^*'ix'ir'dt'+g\ff/Ayd*'dr'ix' -, 
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laquelle derant avoir lieu quelles que soieat les valeurs de X,itj •*, 

douuera identîquemeot ■ 






Dm = 



éqnaiions qui serviront, à, ^^t^miAeir le raoutemeni du corps flqt- 
tant autour de son centre de gravité. 

Pour déduire les conditions dCVquilibre du corps flottant de cel- 
les qui précèdent, il safjl!, ëvideiiinif (ifv d^, ^upgP^^r les vitesses 

AX AY AZ Ax' ày* d*' 

il * At * dt * At * At * dt 



constantes et nulles ; ce qui^ rédqii le^^ équations (7) et (9) aux 
suivantes 



m=/i7'Ad*'d/'dz' . 
o==/Jî7"Ajr'd;i^'d^'dz' , 



Op). 



dont la première indique que, dans l'état d'équilibr^^ Iji usasse du 
corps flultanl doit être égale à 'celle du fluide qu'il- 4^place , tan- 
dis que les deux autres indiquent que les centres de gravité de 
ces deux ina^ses . doivent, êfr^, situés dans, uTt.E^ io^m.1 verticale. Tel- 
les sont en eUet les condillons nécessaire^ et suffisantes pour assu- 
rer l'équilibre. Nous nous occuperons pli^ loin d«^l^^r£chiÇfçhç de 
celles qui peuvent «u garantir la stabilité*^ 
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Fr^entement , concevons , par le ccnire de gravilé du corps flot- 
tant , trois aies reclangnlaires fixes par rapport à ce corps , mais 
mobiles avec lui dans l'espacé: Si l'dli représente par a, h,c\ei 
coordoanées d'un point quettïdoque relatives à ces axes , nous au- 
rons 

puisque les deux meml>res de celte équation représentent également 
lé volume V>m d'une molécule quelconque du corps flottant. Par 
suite , oa aura , en général 

JJfPàx'Àfàz'=fPàaUàc . (i i) 

On parviendrait au surplus ji la même conclusion par l'application . 
des procédés coriuus pour la transformation des intégrales. C'est 
ainsi que nous transformerons les seconds lA'eAibres des équations 

(7) e' (9)' 

Ce qui pré{;ède aafa' toujonr^' lieu , quelles q^rie sôièiit Tes direc- 
tions des'axes'tf, ^ ,£;' de sortb que rien ne nous enî^éche de sup- 
poser que , si le corps flottant était en équilibre , ont eût a'=a » 
y'—h, z'=:c. Si' l'on fait,' dans ce c&hf 

a'sa+s" ,-'' /=i-fy , z'=e-\^z" ; 

les quantités x" , y" , z" seront très-pelitea et de même ordre qae 
Ite' vitesses que pëdvent pr^oârè IWriidléciiles' Dm;' on fioiirradonc, 
sans erreur séiîsilîle', négliger'' Véi ëpS^Ciiêi dé' l'ordre' de leurs' car- 
rés et produits. De plus,, les quantités x" , y'' t z" devront être 
telles que la disfancë" dé'déux molécules nVsoit pas'altérée par leur 
présence et conse>Ve- la' m^e valeur qt/e sî ces' quantités étaient 
absolument nulles. On peut donc emglo^er , pour les déterminer , 
les coftsidératioDs qui nous ont conduit aux équations (2) , et 
poser par conséquent 



Digiiized byCjOOQlC 



300 OSCILLATIONS 

y"-=z)x — ta , 
^//=fw— A* , 

011 A , f/, V sont des fonctions inconnues , autres qtie celles des ^qua' 
tiens (::) , du temps et de constantes indt-pt-tiduntes de a,byC, 
qu'il s'ogù de de'termtoer , et oit nous supprimons les constanles 
a, (5, 7 , ailendu que x" , y" , z" doivent être nuls en mOme temps 
que a , b ,c. Nous aurous ainsi 

x'=sa-\-vh — fur , 
j/ = i-f Ar — ta , 
£'=c+ita~Xb , 

ft par suite, en ni^gligcant les carrt's et produits de Jt,fx,Vy 

dt' l \ t / ([,, Jj, J(, 

y'dv_i'dv ,,, 1 IV ^'* , f ^V , ^'' 

multipliant les deux membres de ces équations par D/n, ÎDit^grant 
par rapport à la caractéristique S et posant, pour abréger, 

S(i'+c')Dm = ^ , Sbc'Dm = G , 
S(£*-^a')J)mssB , SeaUm—H , 

on trouvera 
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Sf î2^r-ïï^>».=+C ~ -H ~ -G^ . 

'^ d(» / ' àl* lit' d(> ' 

sf "-"7""" )p-"=+^'-^-G^-^f: 

V. *ii» / de dt» d(' * 

\ dt» / di> ' dt' ' d(» ' 



. (•=) 



valeurs qu'il convieat de mettre à la place des premiers membres 
des équations (9) , et c'est ce que nous ferons dès que nous au- 
rons mis en. évidence les quaqlUéfi A, ft, v, Z qui doivent en- 
trer dans leurs seconds membres. 

L'équation (4)» relative à Téquilibre du fluide, ne peut avoir 
lieu qu'autant -que la densité A est fonction de z senlemeot; mais 
nous avons fait 

«=^+z'==£+fM7— A;+^ i 

. par suite A doit être supposé fonction de celte quantité r-f-fw— Ji+2^, 
et d'autres quantités constantes, mats indépendantes de a , 6, c. 
-Supposant .donc que l'origine des CQprdganées primitives a:,y,z 
ait été prise de telle sorte que , dans l'état d'équilibre , l'on eût 
Z^o , ce qui est toujours possible , nous pourrons regarder Z comme 
étant de même ordre que X,ji,v, et par conséquent négliger son 
carré et les autres termes de même ordre , ce qui nous permettra 
de faire 

dA. 



en désignant par. As la vaiepr de A qui aurait lieu dans Je cas 
d'équilibre. Nous trouverons ainsi , en négligeant toujours les quan- 
tités de l'ordre des carrés et produits de X ^fi, v, Z ^ 

Ax'^flA^-HJA^,— n ^fA^^^'.T^ )'rr^i "V" "^^ "^ "^^ ' 
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A/=*Ao— vjA.H-» (jA.— *• ^ )— /.«« ils +i ^ z . 

Au moyen de ces valeurs , nous trouverons, eo employant la trans- 
formation indiquée par l'équation (ti). 



+f.fffa ^ inUic-X/f/l ^ dadMc ; 



//fii.t'it'iïiiz'=J/JAt'iaiHc=f//aA,iaibàe+Z/ffii ^ d«dM« 



-^f/pA,iaiiic-r.///(cA,—a' '-^^iiiàHc—X/J/iib.^ iaibic ; 



/f/Ay'à^'àyiz'=rjfAr'iaiHcs/JJlA,i<iiHc-\-Zff/b ^iaibàc 



-~i/f/aA.iaUic+'kXff(cA,—b' ^^.icibic+fj/fab ^àaàbic . 

Maintenant on doit observer que a,b,c,A, sont les valeurs 
de x',y*,z'yA qui auraient lieu dans le cas d'équilibre , et que, 
coDséquemmeot, on doit avoir identiquement (to) 

J/fA,iiiàbic=m , 

XCfaAaàadbieso , ' '- 
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ajant «lonc ^gard & ces conditions «t posant, ponr abrt^ger; 
fJJ ^doiI4d^=//(A"— A')dod«=Z , 



X/Ja ^ d<ldid«=//(A''— AOod«d«=JM' , 



//■/* -^ iam4=///(A"~A')Haài^N , 
//yi- ^' dad«dc=//(A"— A'Jo'dodisP , 
///f ^ àcdUc=-/J/(A'—£i'-)fifii=q , 

nous troarerons 

/^Ads'dr'di'=OT+xir4i'af— w , 

fffAx>ix'àfàz'=MZ—f(my-T)—m , 
jOfAyâi'dyiz>=NZ+X(inr—q)+fB ; 
équations dans lesquelles X» Mi iV, P, Q,il, f^ expriment des 
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constantes qui df^peiident de la nature du fluide , de celle du corps 
floilaut et de la figure de ce corps. 

En comparant ces résultats et ceux que donnent les ^guatioDS 
(12) avec les équations (7) et (9), nous trouverons eofia 



C^-.g'^-^H^=o, (.3) 

de de d(» ' f 

et telles sont les (équations finales qu'il nous reste à inli^grer pour 
avoir résolu le problème que nous nous étions proposé. 

Les deux premières donnent , par une première intégration, -— 

et — conslanies , et consëquemmenl aulles lorsque le corps flot- 
tant est parti du repos , ou même , lorsqu'ajant reçu une tmpul- 
lion primitive , les composantes transversales sont nulles. Dans ce 
cas, les valeurs de ^ et J' 9obt oonstaatea et par conséquent j/, 
à T origine des petites oscillations ^ le centre de gravité du corps 
Jiottant se meut sur une eertlcale f il ne sortira pas de cette droite 
pendant toute leur durée. 

Four intégrer les quRtre Ajuatioiu restâmes, noas les réduirons 
d'abord à trois , en éliminant v entre elles ; les équations k intégrer 
^lOQl ainsi 
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(JC-G*)|f -(CK+GH)~ -\-Cg{M2:-(mF-P:f.-m)=o , } (,4) 

anrqueHes nous appliquwons le proc^d^ indiqua dans la section Tl' 
de I^ Mécanique anaîy tique. Nous poseFons dune 

et chacuue de ces ^aations pteadra la focrae 

±?+rZ=o ; (.5) 

jttq^T désignant des conslantes qui doivent satisfaire anx équa- 
tions de condition que l'on trouvera en inettani ces valeurs dans 
les équations (t4)i équations de couditioo qui setoot 

^(Z+JIfy— N^) — /nr=o , 

Cg{M-(mr—P)f~Sp)=r{{BC—G-)f—(CK-f-eir)f) , 

Cg{rf-(mr-Q)p+R,)=^{(CK+SlT)f-(^C-H')f) , 

et qui serviront à déterminer ces conâlanUa. En .eSet , les deax 
dernières , résolues par rapport à /> et ^ , donnenl 



_ „ l>>[(Clt+CH) r— gCB]— K KBC-eO ,-,-i; C(mr— fl) 

_ , „ KliCK+GH)r—gCR-l—m'IC-H-) t—gC(^r-Q)J 

' " ■ KCK+Ga)i— jCai— K^t— H-)'— S<-"(™r— e)i[(BC-G')r-jC(in>'— P)) • 



('6) 
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Mettant ces valeurs dans la première} nous troureroas. en chas- 
sant le dénomiiiatt'ur, 

(mr-/;L){[(.CK+Gn)r-gCRy-l{AC-H')r~gC(mF^Q)}[lBC'~G')r-gCCmy~.P)i] 

Âjualioti du troisième degré qui fera connaîlre loules les valeurs 
de r, d'où on conclura ensuite celles de/» et ^ au moyen des 
formules (i6)î de sorte qu'en gênerai il y aura trois systèmes de 
valeurs pour les constantes /r , ^, r, correspondant atii trois raci- 
nes de l'équation (17). 

Maintenant eu inti^grant IVquaiion (i5) on trouve 

Zzz TCos./\/r +f/Sin7v'r , 

T et C étant deux constantes i it en résulte 

P = y;7€os.vr+f/Sin.//r" ; 

celte solution n'est que particulière , mais en même temps elle est tri- 
ple, puisqu'il y a trois systèmes de valeurs de/», ç , r jdonc, d'après la 
théorie de l'intégration des équations linéaires à coelllciens constans , 
on aura l'intégrale complète en prenant la somme des trois inté- 
grales particulières qui répondent à ces systèmes ; de sotte qu'en 
désignant par /, r" > r"' tes trois racines de l'équation (17), et par 
p' , p" y p'" , y' , y" , tjf" les valeurs de /» et y qui leur coirespon- 
deat respectivement y on aura 

( rCo3.rv/K+r'Sin^/? 1 

^=j +r/'Co3./i/;S-t-I'"Sin./|/^ ? (18) 

t +J"'CosJi/?«+U"'Sio^|/;S"l 
«t ensuite 



f'7) 
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+/"(r"Cos,/v/p7/-J-f/"'Sin./v 7^') \ [ +y"'(7"'Cos^/Fî+t/'"Sin.V P^) ) 

en désignant par T' , V, T" , U' , V" , W" six constantes tout 
à fait ari>itraires , dont les valeurs ne dépendent ijue de l'étal ini- 
tial du corps flouant. 






Maintenant r^ijuation 

qui fait partie des équations (i3} donne, en intégrant,' 

Ct—G^—ITk:^0\-0'i , (20) 

dans laquelle O et 0^ sont deux nouvelles constantes qu'il faudra 
de'lerniiner d'après l'état initial du fluide. 

Cette équation serrant k déterminer v , en fonction de A et ft 
déjà donnés par les équations (19), la solution générale du pro- 
blème que nous nous étions proposé se trouve ainsi tout à fait com- 
plète, du moins dans le cas où l'équation (17) a ses trois raci- 
nes inégales. Dans le cas contraire , les expressions (18) et (ig)ne 
sont plus complètes , la précédente solution est alors en défaut , 
et il en serait de même si une des racines de l'équation (17} était 
nulle ; mais il est heureusement facile d'obtenir , dans ces cas mêmes, 
la solution générale du problème. 

Supposons, en effet, que l'on ait t/H'=v^r'-(~' * /étant nne quan- 
tité très-petite , nous aurons 

Cos./y''p'=Cos.t\/?-^ -Sin./^'F-f* — Cos./v/r'— «.... 
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Siat[/7'=Sm.f\/?+~ CosJ/p Sio.//r+ 

et par suite 

r"Cos./i/?-l-P"Sin./i/?/ 
= r"Cos.;/?+£f"Sin./i/?+/(iT"Cos,/v/S— l't^) 

r"Cos.(/?+r7"Siii7/? 

+ —(T"Cos.lx/?-U"Sin.lyf7') 

'+ 

de sorte qae si l'on fdit , pour abroger , 

V"= — ' , r'= ~ , U'+V"=U, , T'+T"=,T, , 
les ^guatibns (i8) et (tg) deviendront 

it=:r,Cos.(/?+F,8io.(/?4-/r'',Cos./i/?4-(r,Sln./(/? 

+T"'Cos^V''™+£'"'S'°V'^+-^A , 
X=p'(T,+lU:)C<a.ly'?+p'(^[r..+lT,)SwJ^'? 
+p»'T'l'Co3ly'J?i-i-p'"V"'aia.l\/'?^+/>'. — T , 



T''Cos.n/?+U"Sm.li'' ^"= I 
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A , r , n dësigoast , par abréviation , tout ce qoe nous n'irons pas 
^rit. Or, iorsqu'oa aura r*=^r" ou /=o« ces ëquaiioas se r^dui- 
root simpleoieoi à 

Z==^T,-^U,)Oti.ti/?+(U^'\-iT,)SiaJ^/?-[-T^''CoiJ\/i^+V'"SiaJ\/P!r , 

fi=7'Cr.-|-/r,)Cos./v/P+y'(I/.+/r,)Sinj/f^+/"(r"'Cos./v'p5'+£r"Sin./i/Pî'> . 

11 faudrait agir à peu près de même si les trois racines étaient éga- 
les eoire elles ou encore si l'une d'elles ëtait nulle. Soit, par eiem- 
pte , dans ce dernier cas, r'' la racine nulle; alors le terme 
T''Coi.i^r^' te réduira i y , et le terme (/^'SiBJ^r^ que l'on 

peut mettre sous la forme U'^yr». ^J^ , ou encore sous celle- 

ci C,. — -i^ — , deTra être remplacé par la limite de celte eipres- 

sion qui est égale à iU,. 

Telles sont les modifications que doivent subir les formules (i8) 
et (19) dans tes cas particuliers, pour qu'elles puissent donner la 
solution complète du problème. 

Nous pouvons maintenant connaître quelles sont les conditions 
nécessaires et suffisantes pour assurer ta stabilité de l'équilibre du 
corps flottant. 

I.* Si les trois racines de l'équation (17) sont réelles, inégales» 
Tom. XIX 39 



(a.) 
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2IO OSCILLATIONS DES CORPS FLOTTANS. 

positives et dilTéreiiles de Zi-ro , les expressions (i8) et (19) se- 
ront entièrement përioditjues , et alors le corps fioltant se trouvera 
dans une situation d'e<juilibi'e stable. 

3.* Si l'une des trois racines de cette ^qiiatioD est nulle, les 
deux autres étant réelles, positives et inégales, les formules (18) 
cl (19) , outre les termes périodiques, contiendront un terme 
de la forme iU, ; mais ce terme sera idenliqnement nul lorsque 
le corps flottant n'aura point reçu d'impulsion primitive; c'est le 
cas d'équilibre indiil'érent. 

3.* Si l'équation '17] n'avait point de racines positives, chacun 
des termes des formules (18) et (19) contiendrait des exponentiels, 
et l'équilibre serait complètement instable. 

Dans tous les autres cas, tes formules (iS), (19) ou (3i)con- 
tiendiont des termes périodiques et des termes croissant indéfini- 
ment avec le temps. On conçoit que ces derniers peuvent alors être 
rendus nuls par une impulsion primitive, et c'est dans ce cas qu'on 
dit du corps flattant que son équilibre est de nature mixte. 

Dans un autre article nous ferons quelques applications de la théo- 
rie que nous venons d'exposer , et nous considérerons en outre , sous 
un autre aspect , les conditions de siabiUté des corps floltans. 
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GEOjMETJIIIË EL£1II£]\ITAIRE. 

Sur les quatre cercles qui touchent les trois 
côtés d'un même triangle , et sur les huit 
sphères qui touchent les quatre faces d'un 
même tétraèdre; 

Pat M. L. P. F. R. . ,j 

KV\X\IVWWWWV!VV\ 

JNous nous proposons, dans ce qui va snirre , d'ajouter quelques 
résultais nouveaux à ceux qui ont été donués par MM, Steiner et 
Bobillier , à la pag. 85 du présent volume , en conservaril leurs 
notations pour la commodité du lecteur. 

Eu désignant par a', i' , c' les perpendiculaires abaissées sur les 
directions des côtés a,b,c dn triangle T, des sommets respecit- 
veuieiit opposés , on a cette triple équatioa 

de laquelle tirant les valeurs de a, h, e pour les substituer dans 
' les formules (i) , il viendra, ea divisant par aT, 
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TRIANGLE 

r a' ~ f €> ' 
^ e' ' a' 6' ' 



c'est-&-dire , Tinverse du rayon du cercle inscrit à un triangle est 
égal à la somme des inverses des trois hauteurs de ce triangle ,* 

LUaverse du rayon de l'un quelconque des trois cercles ex-ins- 
crit , est égal à la somme des inverses dês hauteurs qui répondant 
aux deux autres , moins tinverse de la hauteur qui répond à celui-là. 

£n rapprochant la première des équations (i4) de l'équation (2) y 
on peut dire encore que la somme des inverses des rayons des 
trois cercles ex-inscrits , est égale à la somme des inverses des trois 
hauteurs du triangle. 

Les équations (5) donaent 



ic^ 



^ «ça— r)(y-r) 



0i=a 



Vi*-'r)lli''r-) 



d'où f en ajoutant , - 
maïs l'ëqaatioD (a) doune 
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■?ï='-(py+y«+WÏ) ; (i5) 

ea subjtitiiaot donc , on auca 

*£+tf<7+jJ=^+y«+aP-|-«r+^r+yr , (i6) 

c*esl<&-dire , ia somme des produits , deux à deux , des rayons des 
quatre cercUs çui touchent à la fois les trois côtés d'un triangle , 
est égale à la somme des produits ^ deux à deux , de ces trois côtés, 
J^es mêmes Àjuatioas (5) donneot 

Cm, ea Teita des ^uatioDS (3) et (iS) 

r(«y+y*+-«+"i*y 



a-)-J-r«=a - 



et par conséquent 

c'est-i-dire, la somme des produits ^ trois à trois ^ des rayons des 
quatre cercles qui touchent les trois côtés étun triangle , est égale 
à taire du triangle , multipliée par son pirimitre. 
L'équaiioo- (8) donne , en déreloppaat ^ 

„ _ , 

on, en réduisant, au mojen de l'équation (i5), 

iï=i(«+^y-r) : (i8) 

c'est l'ël^nt théorème de H. BobiUîer. 
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Si l'on pose a-^B+c=2s , en quarrant les équations (i) et ayant 
^gaid k l'équaliuii (3), on aura 

i'= -— , (i-ô)«= — , Cj-i)»= — , {s-c) = -— , (19) 

ou , en vertu de l'equaiion (i5) , 

(s—iyc=ya.—r(y+x) , 
(i-f)- = «|3_r(«+p) . 
au moyen de quoi les équations (4) deviennent 

r=— =r — =r-^ =r -^ { > 

Si, au ranyen de la première des ^quatîoDS (ig)> on élimine j^ 
des trois autres , elles deviendroat 

fy ya •* 

j— a= — , s~-i=i — , s—c^ — ■ , 
d'oLi on tirera 



ou , en y mettant pour s sa valeur donnée par la première des équa- 
tions (ao), 

g^ — — — ~ , o^ .. . — g—, — ; (22) 

V'»>'+*"H-i* V'»y+ï'-+-^ \i»y^Y-^»^ ^ * 

formules qui feront connaître les trois côtés d'un triangle lorsque 
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l'on connaîtra les rayons «les trois cercles qui Ini soni ex-inscrils; 
OR en tire 

Si le triangle est rectangle et qce e en soit l'tiypotWnuse , on 
aura a'-|-i*^r' , c'est-à-dire (aa) , 

on bien, en développant et réduisant 

«p+ay+0y=y* , ' (34) ■ 

équation qui, comparée à (i5) , donne, comme l'a trouvé MJ Steioer, 

«?=V î (25) 

mettant cette valeur pour oj^ dans (34) et divisant par y , on aura 

encore 



i-+«-H3=:y . 



(26) 



A l'aide de ces denx dernières équations on peut faire dispa- 
raître des divers résultats obtenus deux des quatre rayons; on trouve 
ainsi, pour le triangle rectangle. 






(^7) 
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Soient D, , D^ , D^ , Dy les dislaoces du centre du cercle circoru- 
crit aux centres des cercles inscrits et ex-inscrits , oq aurif commt 
l'on sait ( Annales * tom. XIV , pag. 56 ) , 






(>ê) 



En prenant la somme de ces quatre ^quattoas> et ayant ^gard à l'^tjaat 
lion (i8j, il viendra 

2>%4-2)*.+Z)*^i>'y=sufl* ; (29) 

c'est-à-dire , îa somme des carrés des distances du centre du cer- 
cle circonscrit à un triangle aux centres des cercles inscrit et ex- 
inscrit à ce triangle , est égale à douze Jois le carré du rayon de 
ce cercle circonscrit. 

Des mêmes équations (38) on tire encore 

mais , si le triangle est rectangle , l'^uatioD (26) donae 

donc alors 

D\^D\^D\-^D\ j (3o) 

c'est-à-dire, la somme des carrés des distances du centre du cer- 
de circonscrit à un triangle rectangle aux centres des cercles ex- 
intcrits ^ui répondent aux deux côtés de tangle droit, est égalée 
le somme des carrés des distances de ce même centre , au centre 
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du cerle ex-inscrit qui répond à thypolhènuse et au centre du 
cercle inscrit. 

Tons ces divers rf^snltats doivent avoir lenrs annlogaes relatifs 
aux huiis sphères qui louchent à la fois les quatre faces d'un 1^ 
traédre ; bornons-nuus a» cas le jilns simple. 

Soient a', è' , c' , </' les perpi'ndiciilnires abaisst^es sur les plans 
des faces a,i,c,dda tétraèdre T des sommets respectivement 
opposa; on aura celte quadruple équation 

aa'^hh'^cc'=^d'=^T , 

de laquelle , tirant les valeurs de a, è , c ^d pour les substituer dans 
les butt équations de la pag. q3 , il viendra , ea divisant par iT, 

(Sa) 



+ l = L + L^l-l , 

^ tl bi ' c' a> d' * 



— ,/ tf T J/ t' d' ' 

Tom. XIX. 
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c'est-à-dire , i ' Tinverse du rayon de la sphère inscrite à o» 
tétraèdre , est égale à la somme des inverses de ses quatre hau- 
teurs ; 

a." L'inverse du rayon de la sphère ex'inscrite sur une des 
Jaees d'un tétraèdre , est égale 'à la somme des inverses des hau- 
teurs qui répondent aux trois autres faces , moins l'inverse de la 
.hauteur <jui répond à celle-là ; 

3.* Enfin , rinverse du rayon de la sphère ex-inserite sur Fuite 
ou l'autre de deux arêtes opposées d'un tétraèdre , est égale à la 
différence entre la somme des inverses des hauteurs qui répondent 
aux deux faces qui se coupent suivant Vune de ces deux arêtes 
et la somme des inverses des hauteurs tjui répondent aux deux fa- 
ces qui se coupent suivant son oppoiée. 



GÉOMÉTRIE DE SITUATIOIV. 

Sur le de^ré de la polaire réciproque (Tune 
courbe proposée. 

Par M. Gehgonhe. 

v\ivww\xww\xw\nAivm\Mni 

J'ai remarqua, Jt la pag. io8 da présent Tolume, que M. Ponce- 
let avait fort bien prouva quela polaire réciproque d'une courbe 
da m.'"** degrë ne pouvait être d'on degré supérieur au [m(m—i )]*"", 
mais non qu'elle pouvait s'élever jusqu'à ce degré ; et que , loin 
de nous avoir donné des exemples de courbes du troisième degré, 
dont les polaires réciproques s'élevassent jusqu'au sisième degré , 
il nous avait précisément donné des exemples du contraire. 
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Pour sappU'er , à cet fgard , ati silence de M. Poncelet , sans 
m'e'n^ager dans des calculs trop prolixes , j'ai choiâ la courbe du 
lïoiiiiùuie dcgrti doiioée par l'ëc^uation fort simple. 

ctf en prenant pour directrice la circooféreuce donnée par IVquatîon 

*'+/=^' , 
j'ai trouve pour l'équation de sa polaire réciproque 

^nation qui est bien en eifet du sixième degré ; ce qui donne 
quelque probabilité au théorème général de M. Poncelet , sans toule- 
.fuis en constituer une démonstrattoD. 

J'avais dit aussi, en l'endroit cité, que M. Poncelet aurait pu, 
tout au moins , nous montrer une courbe de laquelle on rit i la 
fois clairement, i." qu'une même droite ne saurait la couper en plus 
de trois points ; a." que néanmoins on peut lui mener six tangen- 
tes de certains points de son plan. M. le docteur Plucker m'indi- 
que deux exemples de ces sortes de courbes ; le premier est celui 
de la courbe donnée par l'équation 

( Newton Opujc. , tom. I, pag. i85, plan. IV, 6g. 3a); le se- 
cond est la courbe de la figure 44 > <^^i> l'Introduction au calcul 
différentiel d'EuLER ( tom. 11. chap. X, n." a4i ). 

On pourrait objecter au tbéorème de M. Poncelet que, si la po- 
laire réciproque d'une courbe du w."*" degré est, en général, une 
courbe du \m{m — 1)]'"" degré, la polaire réciproque de celJe-ci, 
prise par rapport à la même directrice , devrait être , par la même 
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raison, du {["/»(»»— .i)J[m(m—i) — i]}""' degré , tandis qu'an con- 
Irairo cetu- polaire réciproque , n'étant autre chose que la propo- 
sée elie-méine, ne doil écre que du mJ""' degré seulcmenl ; mats 
on doit remarquer que Ii polaire réciproque d'une courbe propo- 
sée n'es! par la courbe la pltts générale de son drgré , et qu'elle 
est de la classe de celles dont les polaires réciproqtiPS n'atteignent 
pas le maiiinuni du degré auquel pourraient s'élever, en général, 
les polaires réciproques des courbes d'ua degré pareil au siea. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Note sur un article de îa Revue encyclopédique ; 
Par M. Gergonke. 

JJ&NS le numéro de juillet 1828 de la Revue encychpèâique , pag. 
a33 , M. Ferry, l'un des rédacteurs de cet întéressanl recueil, a 
bien voulu ramener l'attention de k-s lecteurs sur les Annales de 
Mathématiques , en rendant compte du numéro de mai 1838 Je 
cette collection. Mats la manière dont s'explique M. Ferry sur un 
mémoire de M. Bobillier, contenu dans cette livraison, mémoire 
qu'il signale d'aiileors comme fort remarquable , nous semble prou- 
ver que les idées marnes les plus saines et les plus, lumineuses ont 
besoin d'être souvent reproduites avant d'obtenir l'accuetl auquel 
elles ont droit. 

D'après les conventions admises dans la géométrie analytique , 
nne équation de la forme 
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y(j,y)=o 



«prime lou9 les points d'un plan dont les coordonnées peuvent la 
résoudre ; et on sait que , généralement parlant , ces points sont 
ceux d'une certaine ligne continue , droite ou courbe. De tù il 
résulte évidemment que le système de deux équations , telles que 

exprime des points isolés les uns des autres , lesquels sont ceux où 
se coupent les lignes que représentent ces deux équations prises sé- 
parément. Ces points sont en eflei les seuls dont les coordonnées 
puissent satisfaire à ces deux équations à la fois. 
Présentement, qu'exprimera l'équatioa , 

Évidemment elle exprimera la lolaitté des points du plan des axes 
dont les coordonnées réduiront son premier membre à zéro; or, 
comme ce premier membre est un produit de facteurs, il pourra 
devenir nul d'autant de manières qu'il a de facteurs ; de sorte que 
les points doul il s'agit seront ceux des courbes données par les 
^équations 

y(jr,j')=o , ,^(x,y)=o , tp'Xx ,y)=o , ^:.., 

Si ces principes doivent être admis, et nous ne tojoqs pas trop 
par quel côté ils pourraient être vulnérables , il faudra nécessaire- 
iueul admettre que l'équation 

«iprime le s^tème de deui droites , tout comme l'équation 
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(ax-\-l'x+r)('''-^+l'y+c^)(a"j;-\-è"y^c")—o (2) 

exprime le système de trois droites. 

Or , courinip un angle est compile tentent détermina par ses deux 
eûtes, et uii triangle par les trois droites qui le terminent, il s'i-n- 
siiil que l'on pourra fort bien dire que l'équatiun (1) exprime ua 
angle et l'équation (3) un triangle , tout coiome oa dit que l'équa- 
lioa 

exprime un cercle, bien qu'elle n'en exprime que la circonférence. 
Si présentement on pose, pour abréger, 

on pourra dire alors que l'équation A=o exprime une droite, que 
IVquution ^j4'=o exprime uu angle etqu'enOu l'équation ^^'^"^0 
exprime un triangle. 

Or , il res:fort uiunifeslement de la contextiire du mémoire cité 
de M. Bobillier que c'est là tout ce qu'il a prétendu dire , et nous 
ne pouTons comprendre comment M. Ferry a pu se demander si 
la métiiphysique de l'auteur ne pourrait pus être contestée , et dire 
que l'enirée de ta nouvelle route que s'est frayée M. Bubillier aurait 
bi-soin d'être plus éclairée. 

Sans doute , la combinaison des éqnations de trois droites ne 
donne pas et ne saurait donner lotis les points , ni même ancnn 
des points de l'intérieur du triangle qu'elles terminent , pas plus 
que léqualion d'un cercle ne donne des points de l'intérieur de 
ce cercle; mais tout prouve, dans l'écrit de M. Bobillier, que ce 
n'est point non plus de ia sorte qu'il l'a entendu. Ce n'est pas, 
au surplus, que l'analyse se refuse h exprimer des espaces limitée* 
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mais c'est alors à des inégalités qu'elle a recours , et c'est ainsi , 
par exemple, que l'inégalité 

(*—")•+(/— ^)'<r' 

exprime tons les points et les seuls points de l'iolérieur d'un cer- 
cle dont le centre est en (a,B) et dont le rayon est r; et c'est 
même là le fondement de cette nourelle branche d'analyse que AL 
Fourier a d&ignée sous le nom de Calcul des inégalités. 

Si M. Ferry est curieux de ces sortes de spéculations , il pourra 
eonsuher on article de la pag. iS^ de notre XVII.™* volume , qui 
le renverra à plusieurs autres où on prouve que toute ligne, toute 
curface ou tout rotnme d'une étendue limitée peut être esprimée 
par un plus ou moins grand nombre d'équations et d'inégalités, 
dont l'ensemble exprime non seulement les limites de ces lignes , 
de ces surfaces et de ces volumes , mais encore tous les points et les 
seuls points compris entre elles , et cela sans qu'on soit le moins 
du monde fondé à en prendre texte pour dire que la métaphysi- 
que, que nous n'aimons pas plus d'ailleurs que M< Ferry, porte 
son obscurité jusque dans les mathématiques , oà il semble qu'elle 
iiit entrepris d'éteindre le flambeau de tévidence , lots même qu'elle 
n'égare pas. Mais , encore un coup , ce n'est point du tout de cela 
qu'il est question dans le mëmoice de M. Bobillier. 
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QU£ST10]¥S PROPOSÉES. 

Problèmes de géométrie. 

I. /V quelle courbe sont tangontes Ifs droites sur lesquelles abaiS' 
snnt des perpendiculaires des soiuini'ls d'itn pulygoiie , la sonim^ 
alj't-briqiie de ces perpeudîciilalres est ^gale k une luiigueur donnée T 
II. A quelle surface sont tangens les plans sur lesquels ahaissanL 
des perpendiculaires des sommets d'un polyèdre , la ïuinme algt^bri- 
que de ces perpendiculaires est égale à une longueur dunuée ï 

Autre, 

5î,dans IVqiiatïon d'une courbe, on change respeciÎTemenl j? et ^ 

en — et —, ou si , dans l'équatïoa d'une surface, on change res- 
* T 

****** 1-1 i»f 1. 

peclivement x ,y , z m — , — , — ,on obtiendra 1 equatioa d une- 

nouvelle courbe on d'une nouvelle surface, qui pourra dire dite 
\ji réciproque de la première , attendu qu'on pourra repasser de celle- 
ci à l'autre par la uiême tranaformaiioo qui aura servi à passer de 
l'autre à celle-ci. 

Cela pose, on propose d'examiner quelles sont les relations gé- 
nérales les plus remarquables entre deux, courbes ou deux surfa- 
ces r^iproques l'une de l'autre? 
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PETITES OSCILLATIONS D'UN LIQUIDE. 2=5 

HYDB0DY1\AIUIIQUE. 

Mémoire sur les petites oscillations de Veau 
contenue dans un cylindre ; 

Par M. P o 1 8 s o M. 

( Lu à l'Académie des sciences, le 27 octobre 1828 ). 

IWWWVXIWVWMIWV 

(1) OoiENT Xyy^z, lea coordonnas rectangulaires d'un point quel- 
conque du fluide , an bout du temps t , compté de l'origitie du 
mourement. Les vitesses du même point , suivant les axes des coor- 
données y seront esprimées , comme 00 sait , par les difTérences par- 
tielles, relatives k x,yyZ, d'une foncliou de ces trois variables et 
de /; et, si i'oa représente celte fonction par ^, il faudra qu'on 
lit 

Prenons pour le plan des x.j', celui du niveau du fluide dans 
l'état d'^uitibre, l'aie des s étant vertical et dirigé dans le sens 
de la pesanteur. Représentons cette force par g. Au bout du temps 
t , soit z' l'ordonovc d'nu poiat qni^lconque de la surf^iee du fluide \ 
nous aurons 

gz'=:- ; (a) 

éqnation dans'Iaquelle on fera £so. Afin que les mêmes points 
restent constamment à celte surface , il faudra qu'on ait auast 
Tom. XIX, n.'' è, \** février i8ag. 3i 
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pour z=s.o. Si l'on suppose que te fond dti rase soît un p.Ian ho- 
rizontal , ei si l'on désigne par h la profondeur de t'eau , on aura 
encore 

ponr z^h; ce qui exprime que les marnes mol^^ules du fluide res- 
tent constamment en contact avec Je fond du vase. 

(a) L'eau étant contenue dans un cylindre vertical, il ■conviendra 
de transformer les coordonnées horizontales jr et ^ , en deux au- 
tres plus appropriées à la question. Plaçons leur origine sur l'axe 
de ce cylindre ; soit r la perpendiculaire abaissée du point qui leur 
correspond sur cet axe , et -^ l'angle compris entre le plan de ce» 
deux droites et celui des x ,y -^ on aura 

«sîrCos.iJ' , y^irSin.i(* , 

et l'équation (i) deviendra 

La vitesse, suivani le prolongement de r, sera exprima par 
— } si donc on appelle a le rayon du cylindre , il faudra qu'on 



$=0. (6) 



DigitizedbyCjOOQlC 



D'UN LIQUIDE. «a? 

pour r=ni; conâitioa nécessaire pour que les marnes molécules res- 
tent constammeot adjacentes à la surface latérale du cylindre, et 
analogues aux équations (3) et (4) relatives à la surface du fluide 
et an fond du vase. On doit observer* que , si les conditions expri- 
mées par ces trois équations ' n'étaient pas constamment remplies, 
pc'odaat le mouvement du fluide, ce mouvement serait très-com- 
pliqué et peu susceptible d'être détermiué par te calcul. C'est pour 
cAa que Lagrange a mis ces équations , dans la Mécanique anO' 
iftiquCy au uorabre de celles qui doiveol concourir à la détermi- 
nation du inouvement. 

Cela posé, la question que nous aurons Jt résoudre se divisera 
en deux parties : la première consistera â satisfaire , par la valeur 
la plus générale de y, aux équations (3) , (4) > (5) , (6) ; dans la 
seconde, il s'agira de déterminer', d'après l'état initial du fluide ^ 
les quantités arbitraires que cette valeur générale pourra renfer- 
mer. 

(3) Les. valeurs de 9 et de ses différences partielles sont égales 
pour it'^=o ^' *f = 2'0'. puisqu'elles appartiennent à un même point 
du âuide , «T étant le rapport de la circonférence au diamètre. 
Ctla étant, quelle que soit cette fonction y, on pourra la repré- 
fleoter par la formule connue 



(p= ^ /**Vdf + ■; S r /'"<f>'Cos./ï(^-^')^4^ ) ; 



(7) 



el les différences parliflles de cp , ou les vîlesses du fluide ,. seront 
aussi exprimées par les difiéreuces partielles de cette même for- 
mule dans laquelle ^ est ce que devient 9 quand on y met \' 
& la place de <}' i 'i représente un nombre entier et positif , et la 
somme X 6'éiend à toutes les valeurs de n, depuis n=i jusqu'à 

nasoo. 

En intégrant par parties, on a 
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/ 



^^Cos.ni^-i,Oà^ 



= ^CosnC^'— f)— n'/SiB./ïCf-4/)— «yy'Cosji(.ï.— 4.')d4/ ; 

aux deux Hmîies -^' = et i|/=3«r , les irrmFS compris hors do 
si;j;iie y oui la même valeur et disparaissent, en cons^uence, dao» 
l'intégrale déniiie ; on aura donc simplemenl 

/ '* di^ Cosn(il.— ^-Od-i-'^— "'/ ^'¥'Cos.n(4.— i|.'5d<|/ . 

D'après cela si l'on met ■^' pl y' au lieu de i|' et y dnns 1'^- 
quaiion (5) , que l'on intègre tous les termes depuis ^'=o jusqu'à 

4/=2«T, après les avoir multipliés par — Cos.n('|»—'|^)d'j«' ft que 

l'on fasse , pour abroger , 

- f^*^'CoiJi(^-^')â^=p , (8) 

* «y o 

il eu résultera 

dv , dv t df n*v , . 

£□ même temps les équations (3) , (4) , (6) donaeront celles-ci : 
A» dv df è,9 . . 

dont la première aura lieu pour x^sq^ la seconde pont 'i — ^ et 
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la (roisième pour rs^a. En faisant usage de ces ^qualions (9) et 
(10) on n'aura plus à s'occuper de la Tariabl« -i/ ^ quVlIcs ne con- 
tiennenf pas eipticitemeikt. 

(4) Dans un autre mémoire (•) j'ai donn^, sous forme finie, l'îa- 
lôgrate complète de IVqualioD (*()) ; mais , pour résoudre le pro- 
blème propose , il sera plus commode, ainsi que je l'ai fait dans 
d'autres cas , d'emplo/er la valeur de » sous ta forme ^quiraleuie 

m ^tant une conslanle arbitraire, e la base des logarithmes jie'p^ . 
rii-ns, U et F des funcliuns de r et / indépendantes de z , et S 
une somme qui s'étend à toutes les valeurs possibles, réelles ou ima- 
ginaires de iTi , {/ et f^. 

Pour. satisfaire à la seconde équation (to),il faudra prendre 

U=Re'-'- , F=Re^ , 

H étaut une nouvelle fonction de r et /. On aura alon 

et , ti l'on Bubsiitae celte Talear de c dans l'^qtiarïon (9) qui 
4oit avoir lieu, ponr loules In valeurs de Xf 00 ea conclura 

On a vu , dans le mémoire que je viens de citer , qu'on satisfait à 
celte équation diflereutielle du sëconé ordoe , en prenant 



(•) Journal à* FEeoU potrUchnique , KI,X* «ihief , pag. 31S et 475 
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R^i' I *Cos.(ni;'Cos,û))Sin.*"(t>d«) ; {12) 

et que son intégrale complète se réduit à cette valeur particulière- 
à.e R f muttipli<5e pnr une constante arbitraire , lorsqu'on y S'ip*- 
prime la partie qui deviendrait infinie pour r^o , ce qui faîl dis- 
paraître la seconde constante arbitraire. En observant que celle qui 
subsiste peut être une fonction de /, nous la représenterons par T. 
La troisième équation (10) ayant aussi lieu pour toutes les va* 
• leurs de r, on en coaclut 



poar r=:a , ou, ce qui est la même chose, 

M [/iCos.(OT^os.a>— maCos.wSin.(maCos.w)]SiD/"(.>da>=o ; (i 3) 

équ&tioa transcendante qui servira à de'terminer m pour chaque 
valeur du nombre n et pour n=sQ. 

Comme la première équation (10), relative à là surface ou & 
z=so, doit subsister pour toutes les valeurs de r , en y mettant 
pour f> sa valeur, on en conclura 



et, si l'on fait, pour abréger , 
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l'intégrale com|>lète de cette ^quaiioa serq 

T=PCos.&i+qSin Ai , 

P et Ç ^taat deux constantes arbitraires. 

Maintenant la valeur de v , qui satisfait aut ^nations (9) et 
(to), sera 

»'=S(PCos.A/+ÇSin.-t/)5(e-f*"J+4r-^'J) j (i^) 

la fonction R él&nt donnée par la formule (12) , et la somme S 
s'ëtendunl k toutes les valeurs possibles de P ^t Q^ mais seulement 
aux valeurs de m tir^s des équations (i3). Ses racines sont deux 
à deux égales et de signes contraires ; mais oïl peut réunir en ua 
seul les deux termes de la somme £ qui répondent i chaque cou- 
ple de racines , et n'étendre ensuite 'cette somme qu'aux valeurs de 
m dont les carrés sont difTérens. 

(5) Pour déterminer les cueQiciens P et Q eu fonctions de m , 
d'après l'état initial du fluide , je ferai usage de la méthode que 
j'ai déjà employée dans beaucoup d'autres cas, et dont cette dé- 
termination fournira nn exemple digne de remarque. 

Soit m' une racine quelconque de l'équation (3); multiplions 
l'équaiion (9) par (e"'**— -'4-*~"''*~'-'^dz , puis intégrons tous ses ter- 
mes , depuis z=o jusqu'à z^A; en faisant pour abréger 



/ 



*(£-<»-!'+«— (•-1),4j=II , 






ir' 
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Eu iaU*grant par parties , on a 



/(' 






'[*-J\ dv , 

--—dz 



à la limite z^h , les termes compris hors du signe / disparaissent 
en vertu de la seconde équation (lo) ; & l'autre limite 2r=o , il 
se réduisent à 

en ayant ^gnrd à la troisième équation (lo) , appelant k' ce que. 
devient k lorsqu'on change ;n en m' , ei désignant par f' la Tï* 
leur de p qui xe'pund à z^q> Noua aurons donc 

tt f par coaséquent , 

ÏT+T dT-— +"■'■"= f(' +' )Cir +*'" ) ■■ 
^uatioos que nous pourrons écrire de cette autre manière ; 

(.5) 

1-/ »••* — *•*, y d»,.Vr -V 
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Je daigne par R^ ce que devieoi R quand on y change m en 
m'. Au moj'en de L'iot^gratioa par paitîes , oa aura 

Les termes compris sous le signe^s'évanouisseDi avec r; îIssVTa- 
oouissent égalemeut pour r — a^ à cause que l'on a, & celle se- 
conde lUniLây 






•Q tan donc 



fn^ conséquent, si l'on muliiplie' IVquation (-i5) par B'y'rdr , el 
^'un intègre ses deux- membres depuis rt==o jusqu'à r=:a , il egi 
résultera- 

Mais, d'après l'équalion (ir), ou a 

Tom. XIX 3a 
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ce qui fait disparaître le premier membre de l'équstioa prëcédenle ^ 
et la réduit à . 

±-L +" I *''nrdr=o . 

Al* */ « 

L'iate'grale complète de celle-ci est 

/ " »''iîVdr=P'CoU'/+Ç'Sin.i'; ; (16) 

pt et Ql déiiignEint deux cotislantes arbitraires. Pour les dtftermi- 
ner , j'ubsorve 1.* qu'à i'origiue du mouvement, ou quand /=o , 

la valeur de — - qui répond à ,2=0, est donnée par l'équatioD (3) 

d*après la figure initiale du fluide ; 3." que s! l'on a exercé à la 
surtitce une percussion quelconque, la valeur de ^ est aussi don- 
née , d'après l'e^pressÎQn de celte force , pour z=o et /^o. Si 
donc on fait /?o et £=0 , dans l'équation (8) et dans sa dillcren- 

lieile relative à /, les valeurs initiales de / et — r- seront aussi 

connues , et de l'a forme 

c'=FrCos.n4.+F'rSin.n4. , l 

— -- iK(r.Cos.n4'-f-fr.Sin.niJ/ ; | 

Fr, F'rs îr y €r i i'taat.qurtre fonctions de la seule variable r, gui 
seront. doiiui.'es , au.bS chaque e&emple particulier, depuis r^o jus- 
qu'à r=a. Cela étant y je fais /=o dans l'équation (16) et dans 
sa difTéreulielIc relative à / ; il vient' 

i»'.=Co5.n/ / " R^rfr.àr-{-S\n.ntl ' R'rTr.àr ; 
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pour les Taleurs demandées de P' el Q'. U ne reste plus qu'à de'- 
lermiuer , d'après ces valeurs , celles des coefficiens P el Q , con- 
tenus dans la formule (i4)> 

£n faisant z^^o , duns cette formule , on en déduit 

i/=2(i»Cos.i/+ÇS;n.A/)iï(tf-*+«— *) ; 

expression gue je substitue dans le premier membre de IVqna- 
tion (i6). Comme sun second membre ne cunlîeot que le cosinus 
et le sinus àt k't ^ il faudra, pour qu'elle soit ideniique , que les 
termes dépendans d'un autre finale ki disparaissent dans son pre- 
mit4 membre ; ou , autrement. dit , si tn'^ diSïtre de m' t et, par 
suite Â'* de k* , il faudra qu'en' ait 

f''RR'ràr=o: (i8) 

Dans le cas particulier de m'^m , et d'après les valeurs trouvées 
pont P' et (^ f on aura en même temps 

P{e-^+e-^) f " R'ràr 
=Cos.n<|. / " RrYr.ir+S'mn^ f " RrVrAr , 

= ^^J •^RrirAr+ ^J °flrfV.dr , 
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ce qui détermine tes valeurs des coefHciens P et Q , relatÎTemeiit 

à luie raciue quelconque m de t'équation (i3). 

La formule (i4) "« contenant plus maintenant que des quanti- 
tés coduues , il en sera de même à l'égard df la formule (7), qui 
peut être écrite ainsi : 

<p = ïc , (20) 

la somme S s'étendant à toutes les valeurs de a , depuis /i=o jus- 
qu'à n=:» , pourvu q.ue l'on ne prenne que la moitié de son pre- 
mier terme. Le,s diflerences partielles de celte expression de y , re- 
latives ii / , z, r , i|i , feront connaître , à un instant quelconque , la 
figure de ta surface du âutde , et tes vitesses de ta molécule qtil 
répond ani cnordunnées z, r, ^. En appelaot p la pression , rap~ 
portée à l'unité de surface, qui ajlieu au même point ^ ou aura 



p-8^~ 






la densité du iluide étant pjise jiour unité, et cène pression éinnt 
supposée nulle à la surface. L'état du fluide est donc complète m eut 
déterminé, et ta- solution complète du problème proposé est don- 
née par ta formule (so). 

Cette expression de <p dépendra, en général, de deux somma- 
tions successives: l'une relative aux racines J7J de l'équation (i3y , et 
l'autre relative au nombce n. Au moyen de l'équation (i8j, oa 
prouvera que ces racines sont toutes réelles, quel que soit te nom- 
bre n, qui entre dans l'équation (iS). Je ccoti inutile de répéter 
ici cette démonstration qui je trouve déjà en plusieurs -endroits de 
mes autres mémoires (*). Il en résulte que tous tes termes de l'ex- 



C) V'ojr. ttnwi le Balleiîn d« la soeiili philomaligue* octolA-fl iSafi, pag. 
145. 



DigitizedbyCjOOQlC 



D'UN LIQUIDE. 337 

{iression de tf sont périodiques, ce qtù devait être, en eOtfl , puis- 
que le Ouide a été ëcarté d'ua eut dVquiUbre stable. Mais, puur 
que tous les points Teriennent ensemble au même ^tat , et qu'il 
exécute des oscillatioas isochrones, il faudra, à cause que les râ- 
leurs de k sont incommensurables, q»e tous les termes de la dou- . 
l>le somme qui donne la valeur de tp , se réduisent & un seul , et 
que tous les autres soient nuls , en vertu de 1 état initial du fluide. 
(7) Si le fluide n'a reçu , k l'origine , aucune percussion , et que 
les molécules soient parties de l'état de repos , la valeur initiale de 
tf sera nulle, et il en résultera Fz-œo, F'r=:o et f*=so. Supposons 
de plus qu'à l'origine du mouvement , 00 ait fait prendre à l'eau 
la forme d'un solide de révolution, dont l'axe soit celui même du 
vase qui la conlieni; il est évident qu'elle conservera constamment 
une semblable fufine , et que la fouction ^ sera indépendante de l'an- 
gle ^, En vertu de l'équation (8), la quantité 9 sera nulle pour tou- 
tes les valeurs de n^ excepté pour n=o; les deux quantités f et 
y ne .ditléferout pas l'une de l'autre ; pour n^o , ou aura 



^=: / Cos,(/nrCos.(i>)d«) ; (31) 

et, si l'on supprime le coefficient P dans la formule (i4) t elle 

deviendra 

y=SQ(<-t*-i)^-"(*-nj ( y* Cos.('nrCo8.w)dw)sin.*/. 

En y substituant pour Q sa valeur relative à a=o , et donnée par 
la seconde équation (17) , ou aura 

0& l'oD a fait , pour abréger , 
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■■■■ . I — ^ ( 

et conserva la lettre A à la place de sa valeur doDD^ par l'^qua- 
lion (31). 

L'expression de ^ ne dépend , comme on roit , dans ce cas par- 
ticulier, que d'une seule somme S, qui répond aux valeurs de /n 
tirées de IVqtiatlon (17), et relatives à nsso , ce qui réduit cette 
équation à 



/: 



Sin.(/7?âCos.w)Cos.c>>,dcd=so f- (sS) 

ou , ce qui est la même chose, à 



3*» 



(..a). ^ (..3.3>' (1.3.3.4)' ^ (i.a.3.4.5J' 



=0 » 



en de'veloppant son premier membre suivant les puissances de m^, 
supprimant le facteur ma commun ^ tous ses termes , et faisaut 

Si l'on fait n=o , dans la seconde équation, (17) , on a 

pour ^ = 0; éi y comme p' est la valeur de t* on de y qni repond 
à r = o, il résulte de IVquatîon (2) que (r est la valeur de z' re- 
lative à /=o. Ainsi, la fonction £r , donnée arbitrairement, que 
renferme l'équation (22) , est l'ordonne'e d'un point quelconque de 
la surface jde l'eau à l'origine de son mouvement. D'après cela , 
si l'on fait /=o et r=o , dans l'éqtialion (32) différenciée par rap- 
port à /, OQ en conclura 
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«t cette expression en sërle sera propre \ représenter la fonction 
tr , pour toutes les ralenrs de la variable, depuis r=o jusqu'à 

L'une des racines de l'équation (^3) est jn=o ; pour cette va- 
leur de /n on a ( 

et, par conspuent, 

mais , \ cause de l'incompressibilité do fluide, le volume que re- 
présenle atr/'rfr.dr doit être ^gal à z^ro, le ternie de «p qui ré- 
pond à ;»=o est donc aussi nul ; et c'est pour cela que nous avons 
fait abstraction de cette racine de l'équation (33) en développant 
son premier membre. 

(8) Observons, en terminant ce mémoire, que, si l'on différea- 
cie l'équaiion (2) par rapport à /■ , et qu'on ait égard à l'équa- 
tioa (6) , on ea cuiclura 



pour r=:a. Si donc on coupe la surface du fluide par un plan 
passant par l'axe du cylindre» les tangentes aux extrémités de la 
courbe d'intersection , c'est-à-dire, aux points où cette courbe ren- 
contre la surface du vase, demeureront constamment horizontales. 
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pendant toute la durf'e du mouvement. Il faudra- donc que cette 
condition soit remplie par t'éiat initial et arbitraire de la surface : 
si elle ne l'était pas, les mOmes molécules du fluide ne resteraitut 
pas adjacentes à la surface latérale du vase , du moins pendant les 
premiers instans du mouvement qui ne pourrait plus être déter- 
mina par les formules précédenles. Cette restriction provient, comme 
on voit, des équations difTéreuiielU-s du problème que nous avons 
empruntées de la Mécanique analytique. Il eu résulte que le cas , 
qui paraît le plus simple, nît le fluide est termina à l'origine du 
mouvement , par un plan incliné , échappe cependant à l'anal^sf 
fondée sur ces équations. 

Lorsque la surface du Quide sera celle d'un solid« de révolu- 
tion , ses plans tangens eitrémes seront constamment horizontaux., 
et il faudra qu'à l'origine du mouvement cette surface et celle du 
vase se coupent à angle droit. Ainsi, dans les formules du nu- 
méro précédent la fonQfioa arbitraice fr devra être telle que l'oa 

. d.fr 
ait — =0 pour r=«. 



iV, B. Dans an mémoire déposé an secrétariat de ITnstitnt , ST. 
Corancez s'est occupé, avant moi, des oscitlalious de l'eau contenue 
dans un vase cylindrique ou prismatique. J'ai-^ru cependant pou- 
. voir publier la solution précédente du cas oi!i le vase est un cy- 
lindre , parce qu'elle m'a paru plus simple et plus complète que^ 
celle de M. Corancez qui n'a pas détermine les quantités arbi- 
traires que coBtiennent les intégrales , d'après un état quelconque- 
du fluide & l'origine du mouvement. 
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GEOMETRIE DE SITUATION. 

Kote sur le nombre des conditions nécessaires 
. pour que quatre droites appartiennent à une 
même surface du second ordre ; 

Par M. Gerconne, 



/V la pag- 335 du précèdent Tolume , M. Bobillïer & d^'inonrcé 
que , si deux tétraèdres sûnt Fun inscrit et f autre circonscrit à 
une mêmt surface du second ordre , de telle sorte ^ue les sommets 
de T inscrit soient les points de , copta t des Jace% du circonscrit ; 
les faces respectivement opposées , dans les deux tétraèdres se cou~ 
penf suivant quatre droites yui appartiennent à une même sur/ace 
du second ordre ; proposilii»!! à Ijtjuelle , au surplus , M. Steiner 
étall aussi parvenu de soo côl^. 

Faute d'avoir remartjaé qu'assujettir une surface courbe à tou- 
cher ui) plan donne en un point donné, c't!lait réelli'meiit l'assu- 
jettir à trais conditions, et non pas à deux, je signalais ce tbe'o- 
rèine comme présentant quelijue chose de paradoxal-. Je supposait 
en eflet , deux ti'traèdres inscrit et circonscrit l'un à l'autre, d'une 
manière tout à fait arbitraire , de manière à ne point saiisfnire à 
la condition énoncée ; et je croyais qu'on pourrait toujours cmice- 
Toif une infinité ,de surfaces du second ordre à la fois circonscri- 
tes à l'un et inscrites à l'autre; attendu, disais-je , que c'est les as- 
sujettir à ^uiJ, conditions seulement, et qu'il un faut neuf poav 
.ili^lerniiner complètemeot tine surïace du second ordre. 
Tom. XIX 3i 
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MM. BohIIlier et Chasies n'ont pas tardé de me faire apercevoir 
de mon loidTertàtrce , et dès lors j'ai va clairement que denx t^ 
traèdres ëtant inscrit et circonscrit l'un à l'autre , assujettir une sur- 
face du second ordre h i-.re à la fois circonscrite h l'un et inscrite 
à l'autre .c'était rt^eltement rassujetlir à douzt conditions, au lieu 
de n^uy^oisont nécessaires pour déterminer une telle surface; que 
coiiséquemment le problème n'était résoluble qu'autant que les deux 
tétraèdres étaient choisis d'une manière conrenable, et qu'il n'était 
pas surprenant , d'après (iela , qu'ils dussent satisfaire à la condiùoa 
énoncée dans le théorème de MM. Steiner et Bobillier. 

Mais regardant, mal à propos, celle condition comme unique 
( pag. 35 du présent volume ) ; après avoir d'abord reproché aa 
théorème de dire irop, je lui reprochai ensuite de ne dire point 
assez. Peu après , M Chasies a^ant démontré ( pag. 67 ) que /« 
droites qui joignent les tommets respectivement opposés , dans Its 
deux tétraèdres , appartiennent aussi à une même surface du se^ 
fiond ordre , j'ai cru» dans ma fausse préoccupation , pouvoir signa- 
ler ce nouveau théorène comme le complément que j'avais désiré 
pour le premier. 

Mais, par une lettre en date du 5 novembre 1828, M. le doc- 
teur Plucker me fait observer , avec beaucoup .de raison , que ce 
dernier théorème n'est qu'une conséquence inévitable du premier 
qui , à son tour , peut réciproquement en être déduit , de telle sorte 
que , si deux tétraèdres , inscrit et circonscrit fun à t autre , sont 
tels que les droites suivant lesquelles se cottpera les plans de leurs 
faces respectivement opposées appartiennmii toutes quatre à une 
même surface du second ordre , les droittu qui /oindront leurs som- 
mets respectivement opposés appartiendront avtsi toutes quatre à un* 
même surface du second ordre , et réciproquement ; attendu qne 
ces, deux théorèmes sont polaires réciproques Itio de l'autre; et M. 
Bobillier m'a fait postérieurement la même remarque. 

MM. Plucker et Bobillier me font observer, en outre , qne cha* 
çun de ces deux théorèmes , pris isolément , est complet , c'esi-à- 
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dire , qu'il ne dit dÎ trop ni trop peu ; attendu qu'assiijelttr quatre 
druttes A appartenir à one même surface dn Kcond prdre , c'est 
réellement les assujettir i trots conditions. 

En effet, on peut, à l'aide des ^nations de trois de ces droi- 
tes , trouver l'équation de la sarface du second ordre qu'elles dé- 
terminent i et , si l'on suppose que les équations de la qualrièm* 
sont 

jTsmz+g t y~nz-^h , 

il faudra que les râleurs qu'elles donnent pour x el y y substituées 
dans l'équation de celte surface , conduisent & une équation qui 
laisse x indéterminé; mais, cette équation étant du second degré, 
il Faudra qne le coefficient' de z* ^ celui de « et le terme sans z 
soient séparément nuls , ce qui donnera bien trois coadilîou dis^ 
tÎQCtes. 

Au surplus , comme suivant la maxime des écoles .• Ab actu ad 
passe valet consecutio , la manière la plus lumioense de pronver 
qu'assujettir quatre droites à appartenir & une même surface du se- 
coud ordre c'est les assujettira trois csnditrons distinctes, c'est in- 
contestablement de produire ces trois conditions. Le calcul en se- 
rait assex complique si l'on tnpposait les axes des ordonnées si- 
tués d'une manière quelconque, par rapport 'à ces quatre droites; 
mais, en les choisissant d'une manière convenable, on peut par- 
venir au but par un calcul très-simple et irès-symélrique. 

Soient, en effet, quatre droites indéfinies, que nous supposons 
n'être assujetties qu'à I^ seule condition d'appartenir & une surface 
du second ordre. Prenods l'origine en un point quelconque de l'une* 
d'elles et les axes respectivement parallèles aux trois autres ; ces 
trots dernières déterminent une certaine sur&ce du second Ardre, 
et il s'agit d'exprimer que' la quatrième est tout entière dans cette 
surface. 

Ces choses ainsi enteodiies, considérons T^naiiMi 
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elle a'esl e'viderament que du second degré , et eiprime "conséquem- 
meiit une surface du second ordre ; or , on y satisfait par ces trois 
systèmes d't^quiti'ous 

=fl' ; f y = b' ; 

lesquelles expriment des droites respectivement parallèles aux trois 
axes, qu'on peut loujours supposer être trois de nos droites; d'oJi 
il suit que l'équatiuu (ij est celle de la surface du second ordre 
déterminée par ces trois droites. Eu la déreloppant, «Ile devieat 

(a — a')yz — (le — h'c^)x 

■ ^{è—h')zx—{ça~c'a')y-~(ahc—û'b'i/)^o , (3) 

-^{c'~-c^xy^{ab — a'h')z 

PréseDiement , la quatrième droite, passant par l'origine , doi^ 
avoir des équations de la forme 



d'oiî l'on tire 



^-^. (4) 






Taleurs qui, substituées dans l'équation (3), La changent eo celle-ci, 
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^c"{a"(b6—h'c';^h"{ca-c'a')-^c'f{ab—a>b')}z \ (5) 
—c"'{abc~a'b'c')=zo ; j 

afin donc que la droite (4) soit eulièreraent dans la surface d^er- 
minée par les trois dniites (2) , Il faat ^ue l'équation (5) laisse z 
absolument iudëtcrtuîn^e ; ce qui esige qu'on ait à la foia 

o»ihc—b'e')-\-h"(ca—c'a')-\'C"{ah'^a'h-)^o , \ (6) 
aire — a'h'e'=.o î - ] 

telles sont donc l«s trois équations ^u'i eipriment que les quatre droi- 
tes (3) et (4) appartiennent à une même surface du second ordre. 

GÉOMÉTRIE DES COURBES. 

Note sur la quadrature des sections coniques ; 

Par M. Baby , professeur suppléant de physique au Collège 
royal de CharJernague , ancien élève de l'ËcoIe poly- , 

technique. 

\Js peut parvenir assez rapidement à la quadrature des trois 
sections coniques, i.** en considérant l'ellipse comme la projection 
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d'un cercle; a.* en considérant la parabole comme nne ellipse doot 
le grand exe est inlïni ; 3.* enfin , en considérant l'hyperbole comme 
une ellipse dont le petit axe est imaginaire. C'est ce que nous nou» 
proposons de faire roir dans ce qui va suivre. 

I. En considérant l'ellipse comme la projeclion orthogonale d'un 
cercle » et se rappelant que l'aire de la projeclion d'une figure plane 
siir un plan quelconque est le produit de l'aîre de cette figure par 
le cosinus tabulaire de l'angle des deux plans > on prouve facilement 
que l'aire d'une ellipse est ^qniralenle à celle d'un cercle dont te 
rayon serait mojen proportionnel entre ses deux demi-axes. 

La même considération prouve aussi que les coordonnées per- 
pendiculaires & l'an des axes d'une ellipse ne sont autre chose que 
les ordonnas du cercle d^rit sur cet axe comme dismèlre, aug- 
mentées ou diminuées dans le rapport des deux axes de l'ellipse; 
et on conclut aisément de li que , si un eercU et une eliipse ont 
vn axe commun y les segment des deux courbes répondant à une 
même abscisse seront aussi entre eux dans h rapport des deux 
axes. 

Rien n'est plus facile d'après cela que d'obtenir l'expression de 
l'aire d'un demi-segment elliptique , borné par une perpendiculaire 
à son grand axe. Soient a et £ les demi-axes de l'ellipse ; soit y 
la perpendiculaire qui termine le segment , et x l'abscisse corres- 
pondante. Soit dc'crit un cercle sur le diamètre su , l'ordonnée y 
prolongée déterminera uu demi-segment circulaire, et nous autans 

Demi-ség. elfipt. =•-; ^emî-lég. cifcnU 

Le demi-s^ment circulaire est l'excès d'un .secteor sar an trian- 
gle ; et comme , en désignant par y* l'ordonnée du cercle corres- 

potidant à l'ordonnée y de l'ellipse j on a ^s= 't-y'iU s'ensuit que 
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le sinus de l'angle du demî-sectenr qui est - pourra aussi être 

cipriin^ par - ; l'aire de ce demi-secteur sera donc -a^hic 

I Sia.^^ Y Pour en conclure celle du segment il faudra en re* 
trancher l'aire d'un triangle rectangle dont les deux côtés de l'an- 
gle droit sont û — s et y't=~y; c'est-à-dire, qu'il faudra en re- 
trancher ~ 7 ; l'aire du demi-secleur circulaire sera donc 

en la multiplient par le rapport » r oa un conclura pour i'atre 
du demi-secteur elliptique. 

i-tfMrc[Sio.= j)-i(««-*)^ î (i) 

A l'on veut compter les abscisses du centre , on pourra écrire 

J aiAtc [Tang.^ — ^ — Ixy . 

On sait qut 



en suliteiituant cette Talettr dans la forçaule (i) et remplaçant à* 
par — y p étant le paramètre , il viend 
pression du demi-segment elliptique 



par — y p étant le paramètre , il viendra , en r^uisant, pour l'ez- 
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7'*' ..î ■ p ^ ■ 145 fo "'■ ».4-6.7 f!o-^ ~ 

Si l'on suppose a mOni, on passe à la parabole, et celle ex« 
pression se réiluit à 



a^6/> a~6/7 a~6 S"'' 

c'est-à-dire , que taire du demi-segment parabolique est les deu»' 
tiers de celle du rectangle des deux ceordonnées^ 



Od sait que 

ArcrTan6.= i V - -^ 4 +-J 4- ^ '- +..^ 
^ o te J Y >^ jtJ ^ • «s ' a» ^' ^ 

substituant dans la formule (a) , nous aurons pour l'expression da 
demi-segment elliptique 

Si , dans cette expression , on change y en v\/~[ , on passera att 
demi-segilieDt hyperboiiq.ue pour lequel on trouvera ainsi 

i^=^!(^+T$+i^+f^^ 3-^1 
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Pour conclure de là l'aire du demi-segment rëel , il faudra d'nbord 
supprimer le fadeur ^'^ et changer ensuite les signes à raisou 
du changemeat de situaûon , ce qui donoeia 

Of , \xY est l'aire du triaugle construit sur les coordonnées , d'oîi 
il Suit que -^1. est l'aire du demi-secteur liyperbolique. 



GEOMETRIE. 

^ote sur deux théorèmes de géométrie démon- 
trés dans le Xf^IIl*^^ volume du présent 
recueil ; 

Par M. BOBILLIER, 



Il a éié démontré, i. la png. 368 du XVtlï."* yolume dps An- 
rtu/cs , i.* que, dans toute ligue du second ordre qui a un cen- 
tre, la somme des carrés des inverses de d eu s diauiùiies perpen- 
diculaires l'un U l'anlre al une qtianlilé constante ; a." que , dans 
toute sui'face dusecond ordre qui a uu centre* la suniiue des car- 
Tom. XIX. 34 
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n's des inrerses de trois diamètres dont clincun est perpendiculaire^ 
aux deux autres , est ^gAlement une quantité constante. 

L<i livraison des Annales qtii renfertnc la déinonslralion de ces 
deux itie'orèmes n'avait point encore paru lorsque j'adressai à M. 
Qttetelct un mémoire publié dans ta CoTespondance de Bruxelles 
( tum. I'V,4.'"'' livraison , p3g. 3i6), dans lequel ces deux théo- 
lèmes se trouvaient aussi incidemment démontrés. J'ai reconnu pos- 
térieurement qu'ils pouvaïeal être démontrés sans calcul» ainsi qu'en 
vu le voir. 

I. Soient A ^B\e% deux demi-axes d'une conique, H. a ^h deux 
demi-diamètres rectangulaires quelconques. Si l'on prend pour di- 
rectrice un cercle de mâme centre , dont r soit le rayon , les deuii- 

axes de la polaire re'ciproque de la conique seront — , -—; les tan- 
gentes, polaires des extrémités des demi-diamètres a,b seront rec- 
tangulaires et distantes du centre des quantités — , - ; le carré 
de la dislance de leur point d'intersection au centre sera donc 
-^ + — . Mais on sait d'ailleurs que ce point, sotDDiet d'un an- 
gle droit circonscrit à la courbe polaire réciproque de la proposée. 



on doit donc avoir 



tS r* r» r* 



b' A' 

c'est-à-dire simplement 

I 1,1 



^ + ïr = :s+-57 ■' 

\ 
ce qui est précisément le premier des deux théorèmes. 
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n. Soient À, B,C les demi-axes d'une surface du second or- 
dre, et a,b, £ trois demi-diamètres d'uae telle surface duiit cha- 
cun soit perpendiculaire aux deux autres. Si l'on prend pour di- 
rectrice une sphère de même centre , dont r soit le rayon , les 
demi-axes de la polaire rÂ:iproque de la surface proposée seront 

— , —, T. î 1m plans tangens polaires des extrtmtti-s des demi- 
diamètres ût kf c seront rectangulaires, et dislans du centre des 
quantités — , —, — ; le carré de la dîslaace de leur point d'in- 
tersection au centre sera donc 1 1 — , Mais on sait d'ail- 

«» »• c» 

leurs que ce point , sommet d'un angle trièdre tri-rectangle , cir- 
conscrit à la surface polaire r^iproque de la proposée , est sur 

1.1. , . r* r* . rt 
une sphère dont le carre du rayon est 1 \- — ; on doit 

donc avoir 

- + -+---4-- +. "■' ■ 
c'est-à>dire simplement 

ce ^ui est précisément le second des deux tljéorèmes. 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Solatioji du problème de géométrie énoncé à 
lapag. 96 du présent voîume ; 

Par M. Vallès , élève ing<5nieur des ponts et chaussées. 

VWÏIÙVWWWVW'VWVWVVVIV'V 

k^oiF-NT inscrits k iiii angle donné 2<x deux cercles se loticliant 
exirripiircmeiil. Soient r , r' les rayons de ces cercles , et d , d' U'S 
distances de leurs centres au sominet de l'angle; en supposant 
r'^r' , et par suite </>(/', on aura i-videmment 

r^^Sina, r^=d'S\a.a. , r--\-r' :^ d—d" ; 

éliminant ù et d" entre ces trois équations , on en tirera 

r' I— Sh. - '• ' 



(•J Ou peut écrire 

,_y/ T-(:..i. . 1 

-^ i+T»nr;,;. V / T,in.. >+Tang.;. V ^ ,, ■ J_ ■ \ 

= ( -^ ^^-^ — = -: ^ J =Tans. (-rW+— a) 

\,_r.„g.-;,; V.._T.„6.;.Xa,.s.l.<' o '■< ^-J 
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c'est-à-dire que le rapport entre les rayons de ces deux cercles est 
indépendant de leur grandeur. De là rrsulte ce théorème : 

Si Fort inscrit à un même angle une suite de cercles se tou- 
chant consécutivement , les rayons de ces cercles , et par suite 
leurs circonférences et leurs surfaces , formeront une progression 
par çuotiens. 

Concevons que l'on fasse tourner ta moitié de l'angle donne' 3<x, 
autour de la droite qui le divise eu deux parties rgules ; celle moi- 
llé engendrera un cône de révolution dont l'angle générateur sera 
oc ; et les demi-cercles engendreront des sphères inscriies à ce cône , 
lesquelles se loucheront cousécutîvemeQtj on a donc cet autre théo- 
rème : 

Si l'on inscrit à un cône droit une suite de sphères qui se 
touchent consécutivement ; les rayons de ces sphères , et par suite 
les circonférences et les surfaces de leurs grands cercles , leurs 
surfaces et leurs volumes formeront une progression par diffé- 
rences. 

A un angle tn'èdre donné soît inscrite une suite de sphères 
qui se touchent consécutivement ; ces sphères seront aussi inscri- 
tes à \à surficc conique inscrite à cet angle irièdre; on- a donc ce 
iruisiùme liiéorème qui est précisément celui qu'il s'agissait d'établir : 
.5/, à un angle trièdre donné , on inscrit une suite de sphères 
^ui se ioucJient consécutivement , les rayons de ces sphères , et par 



c'est tant cette forint que — a été donnée par M. L. P. E. R. , qui aanisi 

résolu le problème, 

„ .. . ■ r Sln.-îa-t-SiD.. TangO+f-) , 
On pourrait encore écrire — = --; ■ — : — = ;=; — ° — ; ; — . for- 

mule qui rantre dans la première, ta ohie r van t qu'en général Tang.{ 3 «+«). 
1''"8'(3*^^)^' i mais qui a l'inconvénient d'exiger l'emploi de deux lo- 
garithme!. . 

J. D. G. 
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suite Us cïreonfirences et les surfaces de leurs grands cercles , 

leurs sur/aces et leurs volumes formeront une progression par ^uo- 

iiens. 

Un cercle d'un rayon r ëiant inscril à l'angle plan 2a, on pourra, 
en marchant vers son sommet, lui inscrire une înQnité d'autres cer- 
cles, de plus en plus petits. Les rayons de ces cercles formeront 
une progression décroissante par quoliens, dont la raison sera , 

i+Sin.K 
comme nous l'avons vu ci-dessus, : on aura donc pour la 

t — Sin.« '^ 

somme de ces rayons • — — , La somme des circonférences de 

ces mêmes cercles sera d'aprè» cela ^~~. — -^^ . Quaniàleurssur- 
faces , elles formeront une progression décroissante par quotiens 

dont le premier terme sera «rr' et la raison ( ^'*'^'"'* V ^^ 

\ 1— Sin.» J • 

conséquence , oa trouvera pour la somme des aires de ces cercle» 

T'ti+Sin.>)« 

De même, une sphère d'un rayon r ^lant inscrite à tin cône 
droit dont l'angle gi?n^rateur est a, on pourra, en marchaiït versson 
sommet, lui inscrire une infinité d'autres sphères , de plus en plus 
peiiles. On trouvera , pour la somme des rayons de ces sphôrcs 

r(i-l-Sin.i.) , . - , 

— — ; pour la somme des circonférences de leurs grands cer- 

-r(i+S(n«) . ■ . 

— siD"* — " ' P"""" somme des aires de ces grands cercles. 

,-: ; pour la somme des surfaces des sphères — ^— — . 

Enfin , les volumes de ces sphères formeront une progression dé— 
croissanle par quotiens-, dont le premier terme sera îtar* , et 1» 

"*^" V. 1— Sin ' m ) ' " 5,"' donnera > pour 1» sonMue dfi c«» Tolaùus-^ 



vGoosle 
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.«■r^(i+$în.«)* 
3(3+Sin..)Sia.« * 

On sait ( Annales , tom. XV , pag. sgS ) qne , si a , h,c sont ' 
les trois angles plans d'un angle trièdre , et que oc soit l'angle gé- 
sérateur du côae iascrit, en posant^ pour abréger» 

;)»=Sin.jSiQ.(j— tf)Sin.(j— i)Sin.(j— c) ; 



Tang.a= =^ 



d'oil 



Sin.a^ 



Vp'+Sin.'i 



i— Sio.» \/p>+Sio.'7— /> S»"-'* ' 

et telle sera conséqnemment la raison 'de la progression par quo- 
ttens que formeront les rayons et les circonférences des grands cer- 
cles des sphères inscrites ; les surfaces de ces grands cercles ei cel- 
les des sptières formeront une progression dont la raison sera le 
carré de cette quantité , et les volumes de ces sphères formeront une 
progression dont la raison en sera te cube (*). 



(*) C'eit précisément à ce résnliat qne parvient M. Steiner; et qnt nom 
• BQui été adreMé postérieurement par M. Bolilllier et par M. Uaitiaelli , 
cadet tu corps royal des ploonien , à Modéae. 

J.D. G. 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorèmes d^ arithmétique, 

I, i OUT nombre entier est divJsear d'un nombre exprima par une 
suite de 9 suivis de plusieurs zéros. 

II. Tous les nombres et les seuls nombres premiers supérieurs 
d'une unité à des puissances de deux, lesquels sont aussi , comme 
l'on sait , les nombres de divisions qu'on peut exécuter géouiétri- 
quement dons la circonférence d'ua cercle , sont ceux de ta uiiie 



Probîème d^ arithmétique^ 

Quel est le plus petit des déiiominateurs qui donnent des pério- 
des décimales de onze chiffres ; ou, en d'autres termes. Je nombre- 
iiiiiiiiiii a-t-il q^uL'lque facteur diOTérent de lui et de l'uuilé f 
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OPTIQUE. 

Du mouçement de la lumière dans un milieu 
transparent , dont la densité varie dans tous 
les sens , suivant une loi mathématique quel- 
conque ; 

Far M. Gergohhb, 

tvvvvv\x\\.v%x\\vvv\nnx 

STLVsiEVns années avant que M. Brot eut fart paruître soii ouTrage 
sur les Rifraclions extraordinaires qui ont lieu près de Thorizon , 
et & l'occasion d'une pitoyable esplicalion du ph^Domèae du Mi- 
rage, qire j'avais reoconlrée dans la Décade philosophique ^ je m-'e'- 
rais d(!)'à occupé de fa recliercbe des lois du mouTemeot de hi la- 
tni^re et de fa vision , dans an milieu transparent de densité va^ 
liuble. Bien iju'alors le phénomène du mirage fût connu et observa 
depuis Tong-lemps , dans diverses conrre'es de l'Europe, personne 
néanukoins n'avait songé & en déduire l'explication mathAnaiiqne 
des lois connnes de l'optique. La route dans Taquelle je m'enga- 
geais n'éiait donc point encore frayée. Je n'avais jamais eti l'oc- 
casion d'observer Te pliénon>ène que j'entreprenais de soumettre à 
ranafyse > H ne m'était même connu que par la courte description 
qu'en avail donn^M. Biot , dans ses Elémens ^attronomie ; cepeir- 
dani je (us assez heureux pour parvenir S des résultats que l'oBserva- 
n'on directe > elle-même , n'avait fait apercevoir qu'assez tardive- 
ment à M. ]!i{onge , durant sou séjour en Egypte j comme on en 
peut juger par le posr-scripl|im de «on- Mémoire sur h mirage ^ 
Tanu XIX ^n? ^, k*' mars iSag. 35- 
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insc^ré d'abord dans la Décade égyptienne, et reproduit post^iieu- 
remeiit par M, Hachette , dans son Programrnt dun cours de_pkf- 
sique. Le mémoire de Moiige paraît , au surplus , beaucoup moins 
t'cril pour les gi^omètres que pour les boinmes.en Irès-grand nom- 
bre , qui aspirent uniquement à prendre une teinture superficit-lle 
des causes des pliénoniènes vnriés que le spectacle de la nature 
peut otlVir à notre observation; ce mémoire ne m'aurait donc 'pu 
être d'aucun secours pour mon travail , qui était terminé depuis 
plus d'un an , lorsqu'il me tomba pour la première fois »ous la 
main. 

Je m'étais borné alors , parce qu'en elFet cela suffisait i mon but , 
à considérer le mouvement de la lumière «t la vision , dans un 
milieu transparent , composé de couches planes parallèles , d'une 
densité constante dans chaque couches , et variaut feulement , d'une 
concile à l'autre, suivant une loi mailtémaliqiie donnée quelcon- 
que, et un extrait de mon mémoire parut dans le volume des 
Travaux de t Académie du Gard, pour 1808; mais je m'étais bien 
promis dès lors de revenir de nouveau sur ce sujet , pour l'envi- 
sager sous un point de vue un peu plus large, en supppsant que 
la densité du milieu varie d'un point à l'autre , d'une manière 
quelconque, dans toutes sortes de directions. Ce n'est que très- 
rf'cemment que j'ai pu jouir , sans de continuelles distractions , des 
quelques loisirs qui m'étaient nécessaires pour mettre ce dessein à 
exécution. Je ne m'occuperai , dans le présent mémoire, que des luis 
du mouvement de la lumière , en tenvoj'aut à un autre mémoire 
ce qui concerne les luis de ta vision. 

Dans tout c,e qui va suivre, j'admettrai , comme je l'avais déjà 
fait, dans mon premier mémoire, l'hypothèse newtonienne sur la 
nature de la lumière , non toutefois que je la regarde , plus que 
celles des ondulations, conforme à la vérité, mais seulement parce 
qu'elle se prête plus aisément que celle dernière à l'analyse ma- 
lliéniatiqne , ct que d'ailleurs , pour l'objet .pariicuHcr que j'ai en 
vue, rieu n'est plus facile, c^nime on le verra, que de passer des 
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lÀullats relatifs à l'une des hypothèses à ceux qu'on dMuiraît de 
l'autre. Afin que le lecteur n'ait besoin de recourir & aucun au- 
tre ^crit, qu'il pourrait fort bien n'avoir pas sous ta main , j'ana- 
lyserai d'abord brièvement l'action des milieux sur la lumière qui 
les traverse. 

Tout ce que l'observation peut nous apprendre sur la nature de 
la lumière, c'est i,* qu'elle semble une substance d'une nature parti- 
culière, dont les môlÀ:ules s'èchappem, dans toutes sortes de di- 
rectionj-, de chaoïm des points des corps lumineux ou éclairés ; 
a.** que, quelle que soit la direction iniliate d'une molécule lu- 
mineuse, tant qu'elle se meut dans le vide ou dans un milieu phy- 
siquement et chimiquement homogène , c'est-à-dire , dans un mi- 
lieu dont la nature et la densité sont partout les mêmes, elle suit 
une direction exactement rectlllgne; de telle sorte que la pesan- 
teur terrestre ne paraît exercer sur elle aucune action appréciable (*) ;, 



l*J La preuve «xp^rimeotale qu'on apporte i« cette propriété de la la- 

ntùre , dans !■- plupart des traités de phjii^ne , m'a toujours paru u«e vé- 
ritable pétition de principe. On nous dit, par ax<mple , qu'un rayon so- 
laire, reço dans une cliambre obacure , par un troa fait au volet , enfile 
exactement un loug tube rectiligne, quelque petit d'aillears qu'en- toit le 
diamètre intérieur; mais on ne nous explique pas comment on peut s'as- 
surer, an préalable, que ce tube est rectilifjne. Ce ne sera s&rement pas 
au coup d'œil qu'on en jugera t ear si •, par aventure , le mouvement de la 
Inmière était curviligne , il faudrait que la direclion- de l'axe du tube le 
filt également pour qu'on p&t,.en plaçant l'œil k une de se§ extrémité», 
apercevoir les objets situés dans le prolongement de cet aie; c'est même là 
ce qui arriverait inévitablement, k raison des réfractions atoiosph^riqAes , 
ai le tube était excessivement long et non vertical. Il ne Suffit donc pas 
que le rayon en&le le tube, pour que la direction de la lumière soit re- 
connue rectillgae ; il faat , en outre, qu'il ne cesse pas de l'enfiler, lors- 
qu'on fera tourner ce tube dans deux colliers fixes , .situés i ses extrémités; 
car il n'y a qae la ligne droite dont la situatioB soit unique entre deux~dei 
points de sa direction. 
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3." qu'alors son mouvement est non seulement rectilîgDe mais en- 
core uniforme; de sorte qu'elle ne paraît éprouver aucune résis- 
tance sensible de la part des milieux qu'elle traverse; 4>'' qu'(?Q- 
fîn , lorsque la lumière pt-^nètre du vide dans un milieu ou d'un 
milieu dans le vide , ce milieu paraît exercer sur elle une action , 
taniûl atlraclive et tantôt répuUtve, tout à fait analogue aux ac- 
tions cliiaiiques , dont le caractère le plus sailUnt est d'être tout 
ù fait insensible Si la moîudre distance appréciable du contact. 

Adoptons donc cette hypothèse qui n'est, après tout , que l'ex- 
pression exacte des faits , et examinons soigneusement quelles doi- 
vent en être les conséquences mathématiques. 

Soit d'abord une molécule lumineuse mue verticalement , de 
liant en bas, dans le vide, et s'approchant ainsi d'un milieu in- 
dt'-lîni , physiquement et chimiquement liomogène , séparé de ce 
vide par tm plan horizontal, également Indérini , et dont l'action 
sur cette molécule soit attraclive. Soit que la molécule soit encore 
hors du milieu , ou soit qu'au contraire elle y ait déjà pénétré , 
tout se trouvant exactement dans le^ mêmes circonstances tout au- 
tour de la verticale que cette molécule parcourt, elle continuera 
constamment à la parcourir \ de sorte qu'il est seulement question 
de découvrir suivant quelle loi sa vîlesse pourra varier. 

Considérons d'abord la molécule hors du milieu ; soit x l'inter- 
valle qui l'en sépare à l'époque /; la force accélératrice sera, pour 

la même époque, — J «ï cette force sera visiblement proportion- 
nelle à la densité du milieu ; puisque , par exemple, un milieu n fois 
plus dense que celui-là, pouvant être considéré comme le système 
de n milieux d'une densité pareille & la sienne , qui se seraient 
pénétrés, et chacun d'eux agissant comme s'il était seul, leur ac- 
tion totale doit être n fois plus grande que celle de chacun d'eux 
en particulier. Il n'est pas moins évident que cette force accéléra- 
trice doit être une certaine fonction de la distance x de la mo- 
lécule au piaa horizontal indéfini qui termine le miUeu;de sorte 
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qu'en f epr^alant par u sa deosilé coDSlante , os doit - avoir 

'"* . « . 

1s fonction F ^lant Indépendante dr v. Nous donnons Ici \t signe 
— 8u second membre, parce que l'nclion du milieu tend à di- 
minuer la dislance x. 

De cette première ^^uatlon on conclut 



['£)'=j-..Jns)i^ 



A étant «ne constante arbitraire } de sorte qu'en posaiu, pour abiij. 

Jf[x)Axs£{x) , 
«o a amplement 



(ÏH—'W' 



Four f«îre disparaître la constante A^ désignons par w la vitesse 
tiniforine delà molécuie dans le vide, avant qu'elle soit assez voi- 
sine du milieu pour éprouver de sa part une action appréciable ; 
ce sera aussi sa vitesse pour jr=:co. Soit de plus V U vitesse de 
celte molécule au contaa où xssoi noua aurons ainsi 

w' = A 3Hf( CO ) , ' 

r'=-rf— 3af(o) i 

d'oi , eu retranchant , 

r*— «-'^sBifc oc )— f(o)> ; 

Or, f(3o)— f(o) est une quantité constante qui ne dépend qu» 
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de la forme de la fonction f , c'est-à-dire, du mode d'action in- 
connu des milieux sur la lumière; mais que nous pouvons» une 
fois pour toute, représentée par k* (*); nous aurons donc aiosi 

c'esl-à'dire qu'à l'entrée de la molécule dans le milieu , le carré 
de sa TÎlesse se trouve déjà augmente d'une quantité proporlion- 
nelte à la densité de ce milieu. 

Considérons maintenant ce qui se passe lorsque la molécule a 
déjà pénétré dans le milieu. A quelque profondeur s qu'elle y soit 
déji^ parvenue, si , à la même distance x, au-dessous d'elle, on 
conçoit un plan horizontal, la portion du milieu située au-dessus 
de ce plan n'exercera évidemment aucune action sur celle molé- 
cule , puisqu'elle s'y trouvera symétriquement située ; la molécule 
sera donc sollicitée par le surplus du milieu comiue elle l'était pnr 
le milieu entier, lorsqu'elle n'était encore qu'à la distance x au- 
dessus de sa surface ; et , comme il en ira toujours de même , quelle 
que soit la valeur de jt, qui, dans ce cas-ci, va croissant, l'action- 
du milieu- sur elle , qui aura atteint son maximum au contact , dé- 
croîtra coolinuellement ; de telle sorte qu'elle aura été exactement la 
même aux mêmes distances au-dessus et au-dessous du plan ho- 
rizontal indéfini qui termine ce milieu. En un mot, l'action totale 
du milieu sur cette molécule aura été finalement la même que si, 
celle-ci restant fixe , le milieu s'était peu à peu élevé jusqu'à elle, 
pour s'en éloigner ensuite , par un mouvement rétrograde , exacte- 
ment inverse du premier. La molécule en pénétrant dans le mi- 
Ueu , jusqu'à une profondeur où son mouvement sera devenu de 



(*} Ce ft> est la ra^me chose que le k employé par LapUce dnni le X.<<>* 
livre de In Mécanique cileite. Je mets k* au Ueu de k , pour la commo- 
dité dei application*. 
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uoureao sensiblement uoiforme , comnie il IVlail dans le vide, 
aura donc encore accru le carr^ de sa vitesse de la même qu«ii- 
tilé dont il s'était déjà accru en allant du vide à la surface de ce 
milieu , de sorte qu'en représentant par » la nouvelle vitesse uni- 
forme de cette molécule , on .aura . 

»••— f '=:3A'B ; 

puis donc que nous avons déjà trouvé 

nous aurons , par addition , 

c» — »'»s=4A'» . 

Ainsi , lorsqu'une molécule lumineuse passe du vide dans un 
milieu homogèue indéfini qui l'attire, et qui est séparé de ce vide 
par un plan indéfini, perpendiculaire à la direction du mouvement 
de la molécule, le carré de la vitesse uniforme de cette qiolécule 
dans le milien est égal au carré de sa vitesse uniforme dans le 
vide , augmenté d'une quantité proportionnelle à la densité de ce 
milieu , et la force accélératrice est exactement ta même à des dis- 
tances égales de part et d'autre du plan qui termine le milieu. 
Mais , à cause de l'excessive petitesse du rayon d'activité du mi- 
lieu , tout se passe sensiblement comme si la vitesse , constamment 
égale à tf , jusqu'au contact , se changeait brusquement en v au- 
delà de ce point. 

Supposons présentement que la molécule ^ au lieu de pénétrer 
du vide dans nn milieu homogène , pénètre d'un milieu homo- 
gène indéfini dans un autre milien également homogène et indé- 
fini, d'ime densité supérieure à la sienne; les dens milieux étant 
séparés l'un de l'autre par un pbn indéfini , et la direction de la 
molécule éiaut perpendiculaire à ce plan. Soient u et u' les den- 
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sites des deux milieux, v el v* les vitesse* conslanles de la lu- 
m*ère dans l'un et dans l'autre. En considérant la densitë u' du 
second milieu comme composée de deux autres u et u'-^u , la 
première , qui lui sera commune arec celfe du -premier , n'aura au- 
cune action pour modifier \à vitesse c ; la moU'Cute lumineuse se 
trouvera donc dons le môme cas que si elle pénétrait du vide, oii 
elle aurait la vitesse c, dans uti milieu dont la densité serait a' — u^ 
et ou elle acquerrait la vitesse c' ', on aura dune , par ce qui ptë- 
cède» 

*■"*— f*^.fi*(a' — u)- ^ 

Ainsi, si deux milieux Iransparens, homogènes et indélinis , d'^une- 
deiisité difïéfente, sont séparés l'un de l'autre par un plan égale- 
ment iudérmi, et qu'une mule^cule bmtneuse passe du moins dense- 
dans celui qui l'est le plus, en suivant une perpendiculaire à. leur 
plan séparateur ; par l'effet de l'excès de l'action du second mi- 
lieu sur celle du premier , le carré de la vitesse dé la molécule 
se trouvera augmenté d'une q^uaatîté pcoporlionnelle & l'excès de la 
densité de ce second milieu sur celle du premier ; et il est clair 
^u'on pourra encore admettre ici, saus erreur sensible, q^ue cette 
augmentatroo dans le carré de ht vUcsee a lieu brusquement , dans 
le passagf! du premier milieu au. second. 

Supposons actuellement que U molécule traverse le prenu'cr dil- 
lieu dans une direction oblique au plan séparateur ; si , par cette di> 
leciion , on conçoit un plan perpendiculaire à celui-là , tout étant égal 
de part et d'autre de ce second plan^ la molécule n'en sortira pas ^ 
même après avoir pénétré dans le second milieu. Far le point d'in^- 
cidence soti conduite une perpendiculaire au plan séparateur ; s.oieat " 
et Qf les angles que font les [ajrons- inctdens et réfractés avec 
celte perpendiculaire; ce seront là aussi, respectivement, les angles 
d'incidence et de réfraction. Soient toujours v et v*- les vitesses consi- 
lantes de la molécule dans les deux, milieux} les composâmes de 
ce^ vitesses seront , savoir : 
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daas le seos du plan séparateur 
dans le sens de la perpecdiculaire 



p sin.e , 

fi» Sin.Ô' ; 
*• C0S.Ô , 

pf Cos.e' ; 



or, comme l'action totale des milieux a'exerce perpendiculaircmeut 
au plan séparateur , les vitesses , dans le sens de ce plan , ne san- 
raieni dififërec Tuoe de L'autre;. de sorte c^u'on doÎL avoir 

#'Sin.Ô=p'Sin.d/ . 

Ensecond' lien, les carrés des vîlesseS' perpendiculaires ao plan sé- 
parateur devant, d'après ce qui précède , différer l'un de l'autrftd* 
la- quantité ^\u^u')t on aura aussi 

r'**€os.'e'— p'Cos •e=4i'(u'— w) ; 

élifnînanl p* entre ces dèur équations « et transformant le» eosrDUt- 
M sinus dans l'équation, résultante , on aura. 



sm.« IK *+ — ;r — •^ 



or, poar les deux; mêmes miliéur et pour une mjtne vitesse coni« 
tiinte p, dans )è premier, té second^ membre de cette équation est' 
indépendant dé ft, c'esl-i-dire,. de la direction dé là molécule dans 
lé premier milieu; donc ,. son premier membre en doit être paie- 
ment indépendant ; donc , pour lés- deux- mêmes milièax< et pour 
la même vîtess« aEsoliie dans lê premier y.il-^ earCste un rapport- 
tortstant^ entre le sinus d'incidence et lé sinus- de réfraction.. 
On sait que U| const8Deo.de ce rapport est complètement con*' 
Tom. XIX 3Ç, 
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firœ^e par l'esp^rïence ; d'où it suit qu'elle «st indépendante de 
loute liypolhèse sur la nature de la lumière; en la représentant 
par n , uouii aurons 



n=y: 






d'où on lire 



-"=T(f)' 



si donc on veut adopter lotit autre hj-pcihèse que la nôtre , il ne 

s'agira que de remplacer par — r— ( r ) c* que nous avons ip- 

pelé la difiërence de densité des deux milieux. 

Si , entre les deux mêmes équations , on élimine S , B' disparaîtra de 
lui-même , et il viendra 

p"—P' = 4k\u'—tj) î 

ainsi , la difîërence des carrés des vitesses absolues de la molécule 
dans les deux milieux est indépendaliie de la direction initiale de 
son mouvement. • ■ . . 

Soient présentement u, u, , u, , Sj, v. les densités d'une suite 

de milieux transparens , homogènes .et indélinis , séparés les uns 
des autres par des plans également incféfmis , paraUèles ou non pa^ 
rallèles ; une molécule lumineuse qui les parcourra, successivement 
décrira sensiblement un polygone reciiligne ouvert , plan ou gau- 
che , ayiint ses sommets sur les divers plans séparateurs , et les 
plans de ses angles respectivement perpendiculaires aux plans séf- 
parateurs qui en contiendront les sommets. Au passage de chaque mi- 
. lieu dans le suivant , la composante de la vitesse absolue, dans le 
sens du plan séparateur , ne subira aucune modification ; mais , si 

l'on représente par »> , »', > c, , ^]> v^ les vitesses absolues dans 

les diO'érens milieux, bu aura, par ce qui précède, , 



DigitizedbytjOOQlC 



DE LA LUMIERE»' 



«67 



d'où , «a ajoutani et réduisant , 

p'^ — fr'»=4^'(i/_— a) ï 
•t par suite 

e'est-à-dire que la vitesse absolue de la moi^cnle , dans le dernier 
milieu , sera exactement la même que si elle y <5lail immédiate- 
ment parrenue du premier; de sorte que l'existence des milieux 
intermédiaires n'aura eu, au plus, d'autre effet que de changer la 
direction finale de celle molécule, et de lui faire acquérir, par de- 
grés, une vitesse qu'elle aurait prise tout à coup sans leur présence. 
Si les milieux , toujours homogène» et inijéfinis , sont séparés les 
uns des autres par des surfaces courbes quelconques , ia molécule 
en les traversant décrira encore sensiblement un polygone recii- 
ligne ouvert, plan ou gauche, ayant ses sommets sur ces diverses 
surfaces. En imaginant, par les somiiiets du polygone, des plans 
respectivement tangens aux surfaces courbes séparatrices sur lesquel- 
les ces sommets se trouvent situés ; ces plans taugens pourront être 
pris pour les surfaces séparatrices elles-mêmes ; de sorte que les plans 
des angles du polygone seront respectivement perpendiculaires à ces 
plans tangens ; que les composantes des vitesses absolues , dans là 
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sens de ces plans tangens, ne subiront aucune, variation dans le- 
passage d'un milieu à celui qui lui sera consécutif , et qu'enfin la 
vitesse absolue de la molécule , dans l'un quelconque de ces mi- 
lieux , sera la même que si cette molà:ule y avait directement pé- 
nétra. 

7'out se passera évidemment de la même ■tnière, quelque peu 
difT'(.>reat«s de figure et de situation dans t'espace que soient deux 
surfaces courbes séparatrices consécutives et quelque petite que soit 
la diOërence de densité des deux milieux s^arés par chacune d'el- 
les î il eu ira donc encore de même lorsque la molécule {larcourra 
un milieu , chimiquement homogène, dont la densité variera, d'une 
manière insensible, d'Mu point au suivant] daas toutes lefi direc- 
tions , suivant une loi mathématique quelconque. Il arrivera seule- 
ment alors que le polygone rectiligne , plan ou gauche, 4}ue àé^ 
crivait d'abord la molécule, deviendra une courbe plane ou a dou- 
ble courbure; et l'on voit, i.^ que le plan 08culateurd« cette courbe, 
en l'un quelconque de ses points, sera normal & la surface courbe, 
lieu de tous les points du mîUeti qui auront même densitl que.ce- 
lui-l& ; a." que la composante , suivant le plan tancent à celle sur-' 
face , en ce même point , de la vitesse absolue de la molécule , de- 
vra être constante ou , en d'autres termes, que sa différentieHe devra 
être nulle'; 3.* qu'enfin cette vitesse aLsotue' devra être la même 
que si, sans intermédiaire, la molécifle ^lait parvenue du vide en 
ce point, pr , il n'en faut pas davantage pour parvenir aux équa- 
tions du mouvement de la latûière , dans un milieu transparent , 
chimiquement, homogc'ne , dont la densité varie d'un point ï Pau- 
tre , dans toutes les directions et d'une manière insensible , suivant 
une loi mathématique doïmée, aîiisî qu'on le verra tout h l'heure. 

Au lieu de supposer que le luilieu , chimiquement homogène , 
varie seulement de densîtê , il reviendrait au même de supposer 
que c'est, an contraire, sa nature chimique qui varie « par degrét 
ÎDSPUsibles, tandis que sa densité demeure constante; on pourrait 
même supposer que l'uue et l'autre varient k la fols. Four ifviter toui 
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<(m'baFru , on peui appeler Jeruùé op/i^uâ d'an vailiin , en chacun 
<de ses points , la densité que devrait avoir un fluide connu , pris 
{tourlftine d^'coaiparaîson , iWatmosphërique^ par exemple, pour 
exercer lur la lumière -une action pareille à celle que ce milieu 
•exerce sur elle , en ce même point , et c'est ainsi qu'il sera f eituU 
■d'entendre le mot densité dans lout ce qui va suivre. 

Soit prÀentemeot une nolAïule lumineuse , en mouvement dans 
-un milieu transparent , d'une > densité variable. Supposons que celte 
molécule Be i'y meuve qu'en vertu d'une vitesse ant^eurement. ac- 
quise, combinée avec l'action du miUtu sur elle; rapportons-la k 
trois azet rectangulaires ^ et soit -(x,y,z) le point du milieu 
o& elle se trouve à l'e'poque - /. SU -nous représentons par v la deit- 
site de ce milieu en ce point , u sera une fonction de x^y^x^ 
sans t y 4oanée par tine équation de la forme 

<^m déterminera le densité de ce milieu, en cliacnn de ses points, 
«t qui en s^ra conséqnemment la définition com[ilète. ' 

En même leqips qiie cette équation donnera ia densité de cba- 
■cun des points du milieu , elle fera aussi connaître les points de 
ce milieu qui auront otre densité -donnée; «t l'on voit que tous 
Jes points d'une même densité -qadconqne seront , en général , -ceux 
d'une certaine surface plane ou couche ; de sorte que, généralement 
parlant f tout milieu de deoshé variable petit 4lre considéré, ainsi 
que nons le faisions tout à Vbenre , comme composé de couches 
de densité constante. Un milieu ne saurait 4iQ^rer d'un autre que 
par la figuce £i la situation de ces .couches « et par la manière dont 
la densité varie d'une couche à l'autre (*). 



"t*) G'«t la théoria g^n^rtla de <m MPtet 4« milinix qn« doos «ppeUraM 
4e jtos Tttux dan» une note d« k pag. 87 im -attre XIV.* T«li]|ne ,- iMt« 
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£o posant, pour abroger, 

ir.)'"' (Trh^- {t>"' « 



du=:PiT-\-Qdy+Riiz . (3) 

Or f poser du:=o c'est exprimer que la variation de densité est nulle 
ou que la densité est constante; donc >^ réquatîoo résultante 

Pdx+Qây-\-Rdz=o , (4) 

est r^uation difr^rentielU des couches de densité coosiaDte; c'est* 
à-dire que c'est réquation différentielle d« la couche dans toulr 
ï' étendue de laquelle la densité u est la même qu'au- point ( «« 

En désignant donc par X , Y^ Z les coordonnas courantes dans, 
l'espace , les équations du plan tangent et de la normale de ,ceua 
stirface, en ce point ( jr,y-,z)t seront 

Pré^sentemenl , en considtîrant x ,y, z comme des fonctions de- 
i) choisi pour variable iodépendante, l'équation du plan otcutaleuf 
de U trajectoire, au point ( x^y^z.)^ sera, comme l'on sait-, ' 



sur laquelle leBvIIefin uithtrsd ( jaillet i8ad, pag. lo ) a rappela de non* 
vean l'atteation des géomètres , i l'occaiioa d'un très-curieui mémoire da 
U> Gavss. On classerait alors le» mUiftux wu&iiQ «n claaie aujoard'htiitles. 
iigam «t lea va.vîaat% coiuliei» 
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^ i^ if _ if il ^ 'X— ^ I 

\ àl de d< di- ) : '' I 

+ (dr s:-Ti:.y^-y^ =<" W 

T^V d< d<' d< dj- y/ ^ ' J 

« il faudra d'abord qne ce plan soit perpendiculaire , en (ir,y, 
z ) , au plan langenl (5) an même point ; ce qui donnera , pour 
première équation du mOuveqrenL de la iHo^écule 

„/d, d'^ d. d.yx /dr d;i_Jî.i2.^a.B('^ ir_iï î:fN_„ 
^(i ïr-s-5;rJ+e(,T. .ïr-drf.;,/l+."l:d<.d<... ■nîr,/-"- 

ou b:en -,..,,. 

Les vUesses delà moWcilte rpafollèlement aux axes des *, dei 

Y el des X , étant respecùvemenl 






les ^qiiaiions.de la tangente à la^trajectoire, au point (jr ,j,j; ), 
«root — — ;, '^ .' ^- '''■- -j^ ',•>' j 

,, .,^1 (_:^t^fefS,^., (9) 

d> dl d< ' 

j fi' < ■> ,- ^ ' '■ , r!' ., ' 

de sorte que V sk PS 'VêprAmtê -Junlê Vrngfc qij< fait celte tau- 
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gente avec la normale (6) au même pQiat,.c'esi:-àr-dîre, l'uigTed'îii- 

ciileoce, on aura. 

Mais t si l'on rej^r^sente par c ta rUesse absolue de la moitié ait. 
point ( jr,jr , z ) ». ce qui donnera: 

U' TÎlelse, dans le SMS du pUo' tangent «« ( jr,y»x- ) & la tiiT>- 
face (4) de densité cooslanie, sera. ^Siu-â; eo substituantdonc , danï- 
«on expression ,. pour »* et- Sio-â-leurs valeurs ,. cette vîtess* déviendra. 

•t il ftudta- qne h difi^renliène dé cette composante-, esj. irai-- 
tant. PfQ., B comme coastaos , pnis{|u'o»< reste dans le plan tan- 
gent, soii nulle ; ceqiri donnera, pour deiuiètne ëquaiioo.du^nuMi*- 
iKmeni d» Ik moWcul*,. 
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Eoûn , la vitesse absolue c de la mok'cule, en { x,y ^z )^ 
où la deosité du milieu est u devant être la même que si cette 
niolëcule y ëlait parvenue du vide, saus aucun interoiL'diiiire; ea 
désignant toujours par w la vitesse connue de la lumière d&ns le 
vide, on devra aroii encore, d'après ce qui é été dit ci-dessus, 

ce qui donnera, pour la troisième équation du monvement de la' 
molécule 

mais nous allons voir que ces trois équations peuvent être rempla- 
cées par trois autres, incomparablement pi u» simples. 

Ou satisfait d'abord visiblement aux deux équations (8) et(i3^, 
quel que soit A, en jtosant 

<!** , « <'V , ^ «l** > » - ,1 

d» dt» ^ * di» ^ ' 

mais, «n difrérentTant l'équation (i3.) , on obùeat 

dT XT + d7 dïr+ dT 5^=^* k^ dr+^ ÛT +^ dï > C'5) 

qui, en y substituant les valeurs (i^4)* se réduit â A=-aif ; de sorte 
q.ue les équations (i4)> c'est-à-dire, les équations du Qiouvemeut 
de la molécule sont simplement- 

i''=2r^, ^==i-e, ii'=a«-»i 06-> 

d(» d/* ^'di» '\y 

équations qni comportent d^ailleurs L'équation (i 3), et qui seront, 
Tom. XIX, 37 
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h raison de leur extrême siaiplicilé el de leur parfaite sjoK^trie * 
d'un emploi irès-commode , surtout lorsque P, Q, li seront respec- 
llveuienl des fondions de x,y , z seulement. 

Ces ^uattons (16) pourront «îgnlemenl servir, soit à détermi- 
ner les circonstances du mourement, lorsque la nature du milieu 
sera donnée , soit au contraire à déterminer la nature du milieu , 
lorsque les circonstances du mouvement seront connues. 

Pour donner un exemple du premier de ces deux cas , suppo- 
sons que les couclies de densité constante soieiU des couches ellip- 
soïdales concentriques , semblables et semblablement disposées, ayant 
le point (a , i , c ) pour centre commun , et leurs axes proportion- 
nels à trois quantités p , ç , r. Supposons , en outre , que la den- 
sité de ces couches croisse du dedans au dehors , proportion nelle- 
intnt aux carrés de leurs dimensions, en prenant les axes des coor- 
données respectivement parallèles aux diamètres principaux de ces 
surfaces, on aura 

"=(t=)"+('-7^)"-(^)"- <-^ 

On trouvera conséqaemmeQt 

^=(S)-(^). «=(^)=<^)- ''-{^)=<'^y' 

au moyen de quoi les équations (16) deviendront 

^^=K7^). ^:=4K^). ^:=4*-(^). 

et donneront, en intégrant 
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(I)'=4K '-r)"+'^-( rr;=^-( 't )"+^- ( ^)'=^"( ^ )"+'^> f«> 

rf<, ^., € étant Irois coDstanles arbitraires. 

Pour tes d^ermiaer , sopposons <|u« la molécule soit partie de 
l'origine, avec Ja vitesse V, dans une direction faisant arec les 
axes des x^y^z des angles respectivemeot égaux à oc, ^, y; nous 
aurons ainsi 

;»» î» r» 

êo retranchant ces équations des précédentes , il viendra, en trans- 
posant , 

(s-)"=^*'(^)"+'"<^''=-"'-''*"-^ ' 

d'ofi on tirera 



^4*(i=y^.^.cos.-.-44-;4 



i/= — ^ 

7/44'^!^ Y+fCos.'r*-4*' ^ 
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ce qui donnera , en intégrant , 



/+C= iLog. .*'-=i+^44-(^J+^Cos.-.-4i' '^l . 






D , E ,F étant trois nouvelles constantes arbitraires. 

Pour les déterminer , fixons l'origine des temps au passage de 
la molécule par l'origine des coordonnées; alors a , y , z devront 
être nuU en même temps que t; ce qui donnera 

Ih= ^ Log;('— 2* - +rCos.ac^ , 
£=:-^LogY— 3i-+rCos,j3) . 

d'où . en retranchant , 



TL^oe- 



rl«g- 



2i 


7^ 


+ ï/ai"( ^^ J+r-Cos.'a- 


-4*' 


a* 






rCos.a— 2* - 
P 






li 


+^'f(^y+F-Cos.-fi. 


-if 


*• 






rCos.^j*i^ 







^C0!.ï— J* - 



(") 
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Tqaatîons entre lesquelles éliminant / , on aura d'abord , pour la 
double «équation de la trajectoire décrite 



p r' y. P p* \ 



\.,r:^+y^Q=t^+yc^,^.^t 



f COS.^2* - 



J=if=î+^4i-(^i=)"+r-Cos-,-4*-^ Y 



L«s mêmes ^uations (33) pearent être écrites comme il suit : 



(3J) 



(FC0S..-3* '- y'-'i— =^4*-(^)"+rc«.-,-4i- ~ , 
(ms?-3i i).^-3jrl=^^i.^rr?.j+^.c<„..^44. t. \ 

carrant alors les deux membres , réduisant et dÏYÎsant respective- 
raenl par fXIos.o— a* — , fCo5.8 — 3& - , f Cos.y— ai — , U 
viendra , en transposant , 
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et telles seront finalement les i^ijuattons «lu mouTement d« la mi>- 
l^cule. 

Si l'on suppose c et Cosy nuls, cVst-à-dire , si l'une des sec- 
lioiis principales communes à toutes les couches de densité cons- 
tante est dans le plan des sy , et que la direction de la molécule 
k son passage par l'origine , soit aussi dans ce plan , on aura 2 = 0, 
qael que soit / ; c'est-à-dire que, pendant toute la dure'e du mou- 
Tement , la molécule ne sortira pas de ce plan , ce qui est d'nitleur& 
évident , puisqu'alois tout se trouvera de part et d'autre dans les 
teémes circonstances. 

Si les couches de densité constante sont spbériqiies , on aur» 
/?s^=r, et par suite 



û+ ^ \(rrCos,ciL—2ka)e ' —(rrCo5.a+2^e)g " i » 



r=^+ -J j(rrcosp— 2Ai> ' — (rK:o5.H-2>fi)' 



■ï=#+— j (rFCos.-/— aie)* —(rFCm.f~^3h)e 



DigitizedbyCjOOQlC 



DE LA LUMIÈRE. 379 

On tirera de là 

cy—Bz= 77 (* '— * ' J(cCos.0— 3Cos.>) , 

>*» tk' 

rV f y ~\ 
az—cxza — ie — e )(aCo8.y— fCos.«) , 

et par suite ... 

•a bien 

(iCo3,y— <<:os^)*+(fCos.oi— iïCos.y)/+(flC{».p— JCoi.a) = o ; 

la trajectoire est donc plane , dans ce cas , comme on pouTaït bien 
le préroir. Son plan passe évidemment par l'origine et par le cen- 
tre commun des couches de densité constante. 

Si , dans les équalioas (a4) > on suppose Oyh t Cos^, Cos.^ 
nuls, c'est-à-dire > si l'on suppose que l'un des diamètres principaux 
commun à toutes les couches de densité constante est dans l'axe 
des X f et qu'à son passage à l'origine , la molécule est dirigée sui- 
vant cet axe, on aura jr et ^ nuls, quel que soit i; c'est-à-dire 
que, pendant toute la durée du mouvemeol , la molécule ne sortira 
pas de cet axe des z% ce qui d'ailleurs est évident, puïsqu'alors , 
d'après ce qui a été dit ci-dessus, elle ne doit sortir ni du plan 
des Kz ni de celui des yz* 

Pbur donner an exemple do second cas , c'est-à-dire, de celui où 
des circonstances da mouTement il faut conclure la nature da °ii' 



DigitizedbyCjOOQlC 



s8o DU MOCVEMENT 

Jieu ; supposons que les equatious du mouvement de la molécule 

soient 

*=«- 1^(0— r/Cosj»)'— #• ^-^ )V , 



y='-^(«-)^'Cos.W-,j*-(i)V , 



'=«— f/^f—riiias.tf—^V (7)''" . 

et proposons-nous d'en conclure ta valeur dé», en x^y^ X, Ob 
voit d'abord qu'à l'origine des temps la molécule se trouvera 
l'origine di>s coordonnées. 

Par une première dilTéreBliatioo , on déduit de IL 



il 



1/(0— ^iCoi.)"— 4i-(^ \V 

j^_ *rcos?-(r'Coj.-?-4i-il)/ 
^(«-r<Cos.B--4i-(!.J/' 

j, «rCos.»— ^r"eos.'»_4«' ^\ 

I/(c— TrCos.»)'— 4A'( ^ jV 

d'oà l'on Toit qae la vitesse initiale de la moléeulé est F, et que 
sa direction initiale fait , avec les azes des x ,jr , x ^ des angles res- 
pectivement égaux à a , ^ , y. 
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En diflëreotianl de nouveau , il vient 



i<x 




4*V 




#.,. 


a» — 


|.- 


-r/Cos..)'-4* 


■(0'f 


C'— )' 


i-r 




a-f 




4J.,. 


de ~ 


|(- 


-nCos^5;--4*-(l)V|i 


(>-S)> 


d-< 




4*T' 




<i.r. 



*• {c.-^,CoM)--4*-(f)"'f '■-"' ' 

OD aura doue aussi (t6) 

c'est-à-dire , 



d'o& 



, a.p'Ax ap'dï' ar'd* 



et, par suite, en intégrant» 

-=(^J+(^)"+(7^)"' 

trile est donc la définition da milieu dont il s'agît. Nous n'ajou- 
tons point de constante, attendu qu'en augmentant ou en dimi- 
Duant , d'une méoie quantité , la densité de tous lea points du tni- 
lieu , on ne change rien aux. circonstances du phénomène. 
Tom. XIX 38 
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Lorsque le milieu est symétrique par rapport h un plan et qne 
la directiui) iniiiate de la molécuie est comprise dans ce plan, c'cst- 
i-dirc , lorsque les surfaces courbes de densité constante ont tou- 
tes une section principale commune dont le plan contient la direc- 
tion de la molécule lumineuse , pour un instant quelconque, cette 
muU'cule ne sort pas de ce plan et décrit conséquemment une 
courbe plane. En prenant donc le plan de sa trajectoire pour le 

de 
plan des xy , -p- sera nul j de sorte qu'on n'aura à considérer que 

les deux équations 

dp ' d/» ^ ^ ' 

C'est , par exemple > le cas où les couches de densité constante 
étant des surfaces cylindriques , ayant toutes leurs élëmens recti- 
lignes parallèles à une mcme droite llye , la molécule serait mue 
dans un plan perpendiculaire à celte droite. 

Si donc les couches de densité constante se trouvaient symétri- 
ques par rapport à tous les plans conduits par un même point 
fixe, la trajectoire décrite par la mulécule serait contenue dans un 
plan passant par ce point fixe , quelle que pût être d'ailleurs la 
direction initiale de son mouvemenl. Tel serait , par exemple . le 
cas oti les couches de densité constante seraient sphériques et con- 
centriques ; et tel serait aussi le cas où elles seraient planes et pa- 
rallèles ; des plans parallèles pouvant être considérés comme des por- 
tions de sphères concentriques, dont le rayon est infini. 

Si le milieu était symétrique par rapport & deux ou & un plus 
grand nombre de plans , se coupant suivant la même droite , et 
que la direction initiale de la molécule coïncidât avec cette droite, 
il est clair qu'elle n'en sortirait pas dans tout le mouvement ; de 
sorte que la trajectoire serait rectiligne. En prenant donc cette droite 
pour axe des x , ou n'aurait à considérer que la seule équation 
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(=G) 



C'est, par exemple, le cas où les couches de densiii coosionte se- 
raient des surfaces de rërolutiun ayant ud axe commun avec lequel 
coïnciderait , à un instant (Quelconque , la direction du mouvement 
de la molécule > el c'est encore le cas oh les couches de densité 
conslanle ^(anl des plans parallèles, la molécule serait dirigée per- 
pendiculairement À ces plans ; enfin ce serait aussi le cas d'un mi- 
lieu homogène , quelle que pûl être d'ailleurs la direction initiale 
de la molécule; puisqu 'alors cette direction serait toujours perpen- 
diculaire k des couches planes parallèles de densité constante ; mais 
dans ce dernier cas , le mouvement serait noa seulement lecttligoe , 
mais encore uniforme. 



Lorsqu'on n'a aocan intérêt à connaître le lien de la molécule 
lumineuse & chaque instant de son mouvement et qu'on veut seu- 
lement savoir qu'elle est la trajectoire décrite , ce qui est le cas le 
plus ordinaire, il faut, pour obtenir les équations générales du pro- 
blème , éliminer / entre lea trois équations (16) ; ce qui exige qu'on 
change d'abord d'hypothèse relativement à la variable indépendante. 
Ko prenant x pour cette variable 






d>( 

a)" 

i*r àt df d>( 



deviendront respectivement 





a 


y 








'ix 





a)' 
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BU moyeo de quoi les équatiooi (i6) se chaDgeot dans les Bni* 

vaotes : 

J5.a,_d,d^^ /-dry 

djc» da à* dx' ^ \ d« ^ 

Eliminant -— des deux dernières , au moj'eo de la premières 

. . it 

ellei devieoDent, en divisant par — . 
*^ d» 

mais, dans l'hypothèse actuelle, l'Àjuation (i3) devient 

éliminant donc ( -p ) des deux pr^édentes , au moyen de celte 

dernière, on obtiendra, pour les deux (^«jualions diQïrentielIes de 
la trajectoire décrite , 

(»-+4*-.)S=»K«-'T:)î-+(r:)+(f:)"s - T 

mais il sera communément plus simple de recourir aux éqaa- 
lions (i6). 

Dans un prochain article , nous nous occuperons proprement du 
phénomène du mirage. 
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DYiyAAIIQUE. 

Solution d^un problème de dynamique ; 
Far M. Le Barbier. 



jf ROBLÈME. Un iuhe cylindrique reciiligne , fune Tonguenr in- 
définie , est lié dune manière invariable à un axe horizontal fixe , 
auquel il est perpendiculaire , de telle sorte que l'axe de rotation 
passe par taxe du tube qui se trouve ainsi contraint de se mou- 
voir y co'nme une lunette méridienne , dans un plan vertical Jixe, 

On introduit dans t intérieur de ce tube une sphère pesante , d'un 
diamètre égal au sien , dont le centre de gravité coïncide avec son 
centre dejigure , qui, de la sorte , se trouve constamment dans faxe 
du tube.. 

On suppose que ce iuhe est contraint à tourner dun mouvement 
uniforme sur l'axe horizontal Jixe qui le supporte , et fon demande 
de déterminer les circonstances du mouvement du centre de la sphère 
dans le plan vertical , en faisant d' ailleurs abstraction de la ré- 
sistance de lair et du frottement ? 

Solution. Rieu n'étant plus aise que àa combiner le mourpcncnt 
de rotation uniforme de I'uxl' du tube arec te motirement varié 
du centre de la sphère, le long de cet axe supposé fixe, occupous- 
Douj d'abord uniquement de ce dernier. 

Par le centre du mouTemenl, et à droite de ce centre, soit me- 

née , dans le plan vertical Ose que doit parcourir l'aie du tube , 

une horizontale îndL'Unîe ; la position initiale de cet axe sera dé- 

lermine'e par l'angle que fera alors sa direction avec l'horizonliile; 

Tom, XIX, n." lo , 1." avril i8ag. Sg 
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angle que nous désignerons par a et que nous mesurerons consUm- 
ment au-dessus de cette horizontale, et de droite i gauche. FJotis 
n'aurons jamais besoin d'ailleurs de le supposer plus grand que 
deux angles droits ^ puisque, si cela arrivait, nous pourrions lui 
substituer l'angle que formerait , avec l'horizontale , le prolongement 
de l'axe du tube au-delà du centre du mouvement. 

Supposons qu'à l'origine des temps , le centre de la sphère mobile 
soit à une distance R du centre du mouvement et qu'on lui ait 
imprimé, suivant l'axe du tube, une vttessse V , positive ou né- 
gative , suivant que sa projection sur l'horizonlate sera elle-même 
positive ou négative. Soit en&n T la durée d'une révolution dix 
tube sur son axe. 

Durant l'intervalle de temps /, l'axe du tube décrira dans le plan 

Tcrtical fixe un angle 2«t — ; de sorte que si l'on suppose, pour 
fixer les idées , que son mouvement tende à faire croître l'angle <x , 
cet angle sera , i l'époque t , a+aw — . 

Soit g la gravité , seule force accélératrice du système ; si l'on 
décompose celte force «n deux autres , l'une perpendiculaire à l'axe 
du tube et l'autre dans le sens de cet axe, le mouvement de ro- 
tation du tube étant tout à fait déterminé, indépendamment de la 
pesanteur, la première de ces deux composantes sera détruite, et 
la seconde aura seule son plein eûet; or, cette dernière a évidem- 
ment pour expression ^Sin.f a+aw ™ Jî *n désignant donc par 
r la distance variable du centre de la sphère mobile au centre du 
mouvement , on aura 



•~=—g%ya.(a-{'2w — j . (i) 



Nous donnons ici le signe moins au second membre , Attendu 
que , dans le cas '=0, la gravit^ leud à diminuer la distance r. 
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On Toit donc que la force accélératrice, saivant l'axe da tube, 
est à la Cois rariable et périodique ; elle sera oulle , quel que soit 
le nombre entier n , toutes les fois qu'on aura 

t ,, , TCfiw— •) 
a+aw — ^nw , aoà /^ y 

elle attetodra sa plus grande râleur n^gatÎTe , toutes les fols qu'on 
aura 

«+3or-= ^~ , dou /= î 

et cette valeur positîresera —g ; elle atteindra enfin sa plus grande 
valeur lorsqu'on aura 

«+2W— = , dou /=-! — '- l 

et cette valeur sera -f-^. 

Si l'on intégre une première fois l'^uatïon (i) , en se rappelant 
que r est la vitesse initiale du centre de la sphère mobile , et 
qu'on représente par p la vitesse de ce centre, suivant l'axe dn 
tube à l'époque /, on aura 

,= ^=(r-îIC0,.a)+frCs.(.+3,,r). (.) 

Ainsi la vitesse du centre de Ta sphère mobile, suivant l'axe du 
tube, tout comme la force accélératrice, sera à la fois variable ei 
périodique.. 

Pour que cette vitesse soit nulle , il ^udra qu'on ait 

(r—^ Cos.«) + ^ Cos. (ot+aw 1^=0 î (3) 

ce qui donnera 



DigitizedbyCjOOQlC 



a88 PROBLÈME 

/=£.{ Arc,[cos.= (coM-^y)]-.| .- 

Ces époques seront aussi ^Tidemment celtes des maxîma el mînîma, 
de la distance r\ mais , pour que ces époques soient réelles ^ en- 
core faudra-i-il que 

Cos.a— -=■ — ■ 

soit compris entre -\-\ et -^i , on, ce qui rerient aa même, qat 

y soit coiDpris entre les deux limites 

±^(iïCûS.a) . 

Quant aux époques des maximo et des minîma de la Vitesse c , elle* 
seront les mêmes que celles pour lesquelles on aura — = -— =o; 
c'est-à-dire , comme nous l'avons vu ci-dessus , celles où on aura 



Ce qui donnera (2) 

P=^r-|^Cos.«^i^=ri ^(1+Cos.ci) ; 

On voit par là que , si V est positif , il y aura toujours des épo- 
ques où le centre de la sphère mobile ira en sVloignant du cen- 
tre du mouTcmeoi dans le sens de F ^ et il en sera même tou- 
jours ainsi, si l'on a 

r>^(i+Cos.«), 



vGoosle 
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Sif AU conirvre), V est négatif, il y aura toujours des époques où 
le centre de la sphère mobile s'éloignera du centre du mouvement, 
dans le sens de F^ et il en sera même toujours ainsi» dtins es 
GUf si l'on e 

Si F étant positif, 00 avait 

ou bien si, F étant négatif, on avait 

r=^(i— Cos.a), 
a» 

le minimum de Tttesse dans le sens de F se réduirait à nne vi- 
tesse nulle. 

En intégrant de nouveau l'équation (2), et se rappelant qu'à isao 
doit répondre r=:2î, on trouvera 

= ('î-f^Si„.a) + (r-îîco,;.)/+glsin.(«+,^l)-, M); 

d'où l'on voit que la valeur de r se compose de trois parties, sa- 
voir: une partie constante, une antre qui crorl indéfiniment avec 
le temps , et eolin .une troisième qui est périodique. Il suit de là 
qu'en général on pourra toujours assigner une époqae à laquelle 
le centre de la sphère mobile sera aussi éloigné qu'on le voudra 
du centre du mouvement. 
Kous disous en général , car » si l'on avait 
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ce qui ne peut arriver lorsqu'il n'y a point de vitesse initiale ; 
qu'aui&nt que le tube part de la directioD verticale} la valeur de 
r se réduisant alors simplement à 

r=(fl-|^Sm.<,)+|2sm.(,+i»4), (5) 

et ^tant conséquemuient périodti^ue , elle se trouverait ainji coo^ 
prise entre les deux limites 

r=i (r— iîl Sio-a"^ -H ^— =iî-H Ç- (iqZSiu.a) j 
V 4"* / t"* 4*' 

d'où l'on voit que le centre de la sphère mobile demeurerait alors 
constamment d'un même côté du centre du mouvement, si R étaat 
positif oa avait 

ou bien si, ^.éunt négatif, on avait 

Si , dans la même hypothèse , od voulait connaître les époques 
où le centre de la sphère mobile passera par te centre du aiou- 
vement , il ne s'agirait qne de poser r=30 dans l'équation (5) , el 
de la résoudre ensuite par rapport ù /; ce qui donnerait 

<=^JArc.[si„.= (si..,-^.2-)]-,|; 

mais encore faudrait-tl, pour que ces époques fussent réelles, que 

Sin.a— — , 
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filt compris enlre les limites -4-i et -i-i , ou, ce (juî revient au 
même , que R fût compris entre ces deux-ci : 

+ — ('±Sina) i- 

«e qui concorde eiactement avec ce qui vient d'être dit ci-dessns. 
Si , pour le cas g^n^ral , on se demandait les époques où le cen- 
tre de la sphère mobile passera par le centre du mouvement , il 
faudrait, dans IVqualion (4), poser r = o , et la résoudre ensuije 
par rapport à /; et l'on voit qu'on aurait ainsi à résoudre un pro- 
blème du même genre que le problème de Kepler , puisque / en- 
tre â la fois , dans cette équation , algébriquement et sous le signe 
' sinus, 

iï sert plus aisé , dans le cas général , de connaître l«s jaaf/ma 
et minimo de la distance r ; il suHira en effet , pour cela , d'ia- 
iroduîre dans la formule (4) la valeur de V— — donnée par 
l'équation (5); ce qui donnera 

Si l'on prend pour pôle le centre du mouvement , et que Voit. 
représente par 9 l'angle que fait le rayon vecteur avec l'horizon- 
tale menée dans le plan vertical lîie , par le centre du mouvement > 
on aura 

e=a-f-2i>r — , d'où /= — ^ ; 

substituant donc cette valeur dans l'équation (4J , on obtiendrt 
pour l'équation polaire de la trajectoire décrite par le centre de la 
sphère mobile dans le plan vertical lîie , 
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\ 4"* / \, a» / a« 4*' 

^nation qui servira à construire la cotirhe pnr points , el de laquelle 
on conclurait aisément l'ëquation en coordonnées reciangiilaîres. 

CtfS résiillcils deviennent plus simples lorsqu'on suppose que le 
tube part de la direclion verticale et que la sphère mobile n'a 
reçu aucune impulsion ; on a alors F =o , a= ■^■n» , d'où Sin,3:= i 
et Cos.a:=o ; en conséquence oo trouve , d'abord pour la force ac- 
célératrice , 

cette force accélératrice sera nulle , et conséqtiemment la vîFesse 
du centre de la sph^Te mobile aura atteint son maximum ou son 

itT 

minimum, lorsqu'on aura /= — , c'est-à-dire à chaque demi-réro- 

lulioD ; on trouvera eusuite , pour la vitesse du mobile , & l'époque /> 

aw T * 

cette vitesse sera nulle, et conséquemment le rayon vecteur r aiieia- 

drn son maximum ou son minimum , lorsqii'ou aura /r= ■.- " . - - . , 

4 
c'est-à-dire , toutes les fuis que le tube parviendra h la situation ho- 
rizontale. Si , dans cette valeur de c, on fait /= — , on aura pour 

le maximum et le minimum de vitesse , répondant à la situation 
verticale du lube , 



On trouvera enfin , dans la même hypothèse , 
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on conclura de là les plus grandes et les moindres valeurs de r 
en y mettant pour i la valt 
et mînima > ce qai donnera 



en y mettant pour t la valeur qmreponu aux mûxïfli* 



c'est-i-dire ^ 

a»» 



r=iï , r=7ï- 



de sorte que le centre de la sphère mobile passera ou ne passera pas 

«T» 

par le centre du mouvement, suivant que - — sera plus grand ou 

plus petit que R. Quant aux époques de ces passages, on les trou- 
vera en résolvant l'équation (6) par rapport à / , après y avoir fait 
r=o , ce qui donnera 

Ajoutons que, dans le cas actuel, l'équation polaire de la tra- 
jectoire se réduira simplement à 

r=^_ 5^1 (i_Sin.9)=iï— ^Cos-'C^-w+^Q) . 

11 est entendu que, dans tout ce qui précède, on doit supposer 
le diamètre de la sphère mobile assez pelit , pour qu'on prisse se 
dispenser d'avoir égard aux momeos d'iuertîe. 

Tom. XIX 4o 
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ANALYSE ALGEBRIQUE. 

Démonstration d^un théorème sur les fractions 
continues périodiques ; 

Par M. Evariste Galois , élfeve au Collège de Louis-le- 
Grand. 



On sait que si , par la méthode de Lagrange, on développe en 
fraction continue une des racines d'une équation du second degré , 
ceilp fraction continue sera périodique , et qu'il en sera encore de 
même de l'une des racines d'une équation de degré quelconque, 
si cette racine est racine d'un facteur rationnel du second degré du 
premier membre de la proposée, auquel cas cette équation aura ^ 
tout au moins, une autre racine qui sera également périodique. 
Dmis l'un et dans l'autre cas, la fraction continue pourra d'ailleurs 
être immédiatement périodique ou ne l'élre pas immédiatement, 
mais, lorsque celle dernière circonstance aura lieu, il y aura du 
moins une des transformées dont une des racines sera immédiate- 
ment périodique. 

Or, lorsqu'une équation a deux racines périodiques, répondant 
à un mémf> facteur raiionnel du second degré, et que l'une d'elles 
est immédiatement périodique, il existe entre ces deux racines une 
relation assez singulière qui paraît n'avoir pas encore été remar- 
quée, et qui peut être exprimée par le théorétne suivant : 

TIfEORÈME. Si une des racines d'une équation de degré, quel~ 
conque est une fraction continue immédiatement périodique , cette 
équation aura nécessairement une autre racine également périodique 
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çue Ion ohiendra en âinsant Tuniti négative par cette mime frac- 
tion continue périodique f écrite dans un ordre inverse. 

Démonstration, Pour fixer les ide'es , ne prenons que des pério- 
des de quatre termes ; car la marche aniforme du calcul prouve 
qu'il en serait de même si nous en admettions un plus grand nom- 
bre. Soit une des racines d'ane ëquailoo de degré quelconque ex:- 
primée comme il suit: 



"""^•-i+j. 



'+i+ 



rf +....» 



tVquatioD du second degré, à laquelle appartiendra cette- racine et- 
qui contiendra conséquemment sa corrélative , sera 



-or, on tire de là snccessirenimt' 



=-^-^7+^^,. ^-<^^.Ul, 
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c'esl-à-dire , 






c'est donc toujours là l'équation du second degré qui donne leg 
deux racines dont il s'agit ; mais en mettant continuellement pour 
X , dans son second membre , ce même second membre qui eo 
est en effet la valeur , elle donne 



' + i 



' + ; 



^^+^^+1- 



c'est donc là l'autre valeur de x y donnée par cette équation ; valeur 
qui , comme l'on voit , est égale à — \ divisé par la première. 

Uans ce qui précède nous avons supposé que la racine propo» 
sée était plus grande que l'unité} mats, si l'on avait 



' + Ï4-- I 



on en conclurait, pour une des valeuri de - , 



y Google 
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i=.4-4 



^'+7+...-.., 



l'autre Taleur de - serait donc , par ce qui précède , 



d'où on coQclarait , pour l'autre valeur de x, 

'=-(•'+7 + 1^. 

» + r+ — 



"■^-7.-^ 






ce qui rentre exactement dans notre théorème. 

Soit ^ une fraction continue > immédiatement périodiqae quel- 
conque , et soit B la fraction continue qu'on en déduit en ren- 
versant la période ; on voit que , si l'uae des racines d'une équa- 
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lion est x=-A , elle aura nécessaîremenl une autre racine «'=3' ; 

or , si A est un nombre pQsitif plus grand que l'unilé, -~ — ser» 
iK'gaùf et compris entre o et — r ; et , à l'inverse , si A est un nom- 
bre négatif compris entre o et — i , — — sera un nombre posi- 
tif plus grand que l'u nrti?. Ainsi , lorsque l'une des racines d'une 
équation du second degré est une fraction continue immédiatement 
périodique, plus grande que l'unité, l'aulre est nécessairement 
comprise entre o et — 1 , et réciproquement si l'une d'elles est com- 
prise entre o et — t , l'autre sera nécessairement positive et plus 
grande que l'unité. 

On peut prouver que, réciproquement, si l'une des deux raci- 
nes d'une équation du second degré est positive, est plus grande 
que l'unité, et que l'autre soit comprise entre o et — i, ces ra- 
cines seront exprimables en fractions continues immédiatement pé- 
riodiques. En effet, soit toujours^ une fraction continue immé- 
diatement périodique quelconque, positive et plus grande que l'unité, 
et B la fraction continue immédiatement périodique qu'on en dé' 
dutt, en renversant la période, laquelle sera aussi, comme elle, 
positive et plus grande que t'unité. La première des racines de la 

proposée ne pourra être de la forme x=/)-|--- , car alors , en 
Tertu de notre théorème, la seconde devrait être jr^a-j — =« — B ; 

— B 

or , a — B ne saurait être compris entre o et — i qu'autant que 
la partie entière de B serait égale à ;> ; auquel cas, la première 
valeur serait immédiatement périodique. On ne pourrait avoir davan- 
tage , pour la première valeur de *, jrrrs-j-— , ' . car alois 

l'auire serait a:=p-\ — — ou x^p—--—- ; or, pour que ctiie 
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Taleur fût comprise enlre o et — i , il faudrait d'abord que ■ 

fût ^gal hp plus uae fraction ; il faudrait donc que B — ç fût pluj 
petit que l'unïtë, ce qui exigerait que B fût égal & ç, plus une 
fraction; d'oii l'on voit que ç el p devraient ^(re respectivement 
égaux aux deux premiers termes de la période qui répond à S 
ou aux deux derniers de la période qui répond à ^ ^ de sorte que» 

contrairement à l'hypothèse, la valeur ^=/'^ — , _»_ serait im- 

' A 
médialement périodique. On prouverait , par un raisonnement ana- 
logue , que les périodes né sauraient être précédées d'un plus graud 
Hombre de termes n'en faisant pas partie. 

Lors donc qu'on traitera une équation numérique par la méthode 
de Lagrange , on sera sûr qu'il n'y a point de racines pérîodiqtits 
à espérer tant qu'on ne rencontrera pas une trjusforniée ayaiit au 
moins une racine positive plus grande que l'unité, et une autre com- 
prise entre o et — i ; et si , en efîet , la racine que l'on poursuit 
doit être périodique, ce sera tout au plus à Letie transformée que 
les périodes commenceront. 

Si l'une des racines d'une équation du second degré est non seu- 
lement immi'dialemeni périodique mais encore symétrique , c'est-à- 
dire , si les termes de la période sont égaux à égale distance des 
extrêmes, on aura SssA ; de sorte que ces deux racines seront 
^ et —'— ; l'équation sera donc 

Réciproquement , toute éqnation du second degré de la forme 

aura ses racines à la fois immédiatement périodiques et symétri- 
ques. £n effet, en mettant toui à tour pour x l'infini et — i, on 
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obtient des résultats positifs , tandis qu'en faisant x=t et x = o J 
011 obtient des résultats négatifs ; d'où l'on voit d'abord que cette 
équation a une racine positive plus grande que l'unité et tine ra- 
cine négative comprise entre o et — i , et qu'ainsi ces racines sont 
immédiatement périodiques ; de plus , cette équation ne change pas 
en y changeant jr en — - ; d'oii il suit que si A est une de ses 

racines l'autre sera -" -7 . et qu'ainsi, dans ce cas , B^A, 
Appliquons ces généralités à l'équation du second degré 

3ar*^i6^+i8=o i 

on lui trouve d'abord une racine positive comprise entre 3 et 4i 
en posant 

y 

on obtient la transformée 

Zy*^-2y — 3=0 ; 

dont la forme dous apprend que les râleurs de y sont à la fdts 
immédiatement périodiques et symétriques; eu eiTet, en posaut , 
tour à tour » 

,1 I I 
y=^\-\ — t z=3-| — y /=iH , 

ou obtient les transformées 

3z'— 4«— 3=0 , 

3b'— au— 3 = , 
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l'identité entre les ^qnaiioas en u et en / pronre qoe U raUar 
positire de / est 



"-r+f. 



M valeur négative sera donc 

r=-7+i . 

a T- — 
I 

les deux valeurs de x seront donc 



r +- 



+ -. 



"+.:. 









doQt la dernière , en vertu de la formule connue 
devient 



^^+^+4 



+â-+i 



■+-.. 



■+T +„..,(•) 



(*) On trouve divenes reclterches nu le même luget , dans le présent re- 
cutil , tom. IX , pag. agi » tou. XIV , pag. 3a4 et SS?. 

.r. D. G. 

Tom. XIX 4i 
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GEOMETRIE DE SITUATIOIV. 

Théorèmes sur les polaires successives ; 

Par M. BoBiLLiER , professeur à l'école des arts et métiers de 
Châlons-sur-Marne. 

OoiENT 

M=:o , M.so , JI!f.=o,...,... ^«.,t=z«, ...... M,r=o 

les équations d'une sntle de coarb^s desm.""*, (m— i)""' , (m~ij"* . *., 

(m— n)""* „ n.""* degrés, dont la première seulesoit arbitraire, 

et doDt chacune soit , par rapport à celle qui la pr^ède immédia- 
tement , considérée comme directrice > la courbe polaire d'un puint 
donné {x',y'); ces courbes sont ce que nous appelerons les po- 
laires successin'£S de ce point, par rapport k celte directrice, et 
nous tes désignerons sous les dénominations de i.*" , a,""* , 3."", «... 

(m— n)''"* , nj"" polaires du point (^' ,y'). 

D'après un théorème précédemment démontré ( pag. 106 ), nous 
aurons 

^'= '"^- -âZ ('-^0- -^ (y-rO . 
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8o3 



Jf.= (;,— n4-,);tf„- ^ (x_y)-^ (j— j^ . 



A l'aide de celte suite dVquaitons , !t nous sera facile , par des 
difTéreoliations et'substîtulions successives- d'obteoir tour à tour les 
Taleurs de Jf . , Mi, •..» M^, eo foRClîon de Vif , es égalant la der- 
nière à zéro , et posâot , pour abroger , ' 

r.2.3 «.>ï=>fr 

BOUS trooTerons, pour IVqoaiîon de la »." polaire du point («■',/), 
pai rapport h, la directrice M=Oy 



Cn— 1)! i <Ui T 






!ï?-'-ï=?^+ 



1^ Ardy 



(»— «0 a— yO . ^ fr-rT l 



-<!r C"-Oi 



(r-yo 



J'V Cr-rO" > 



*• 



"S 



Supposons que le point (*',y') rftant rndéterminé , on veuille 
le d^tertniner de telle sorte que cette polaire passe par un point 
donné (s", y"), il faudra pour cela esprimer que l'^ualion ci- 
dessus est satisfaite en changeant simultanément x et ^ en a" et y''. 
Changeant ensuite respectivement x' et ^ en jr et ^ , on trouvera 
pour IVquation da Heu du point (*',/') 
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(».-!)! ( i-W^ (.-JT _£■!»»_ C»-»») fr- /") . i'U' 0— f")- 
(«1— a)! ( (Lr''» i.a "*" dx"dy" i i dy"» i^ 



+ • 



(m— n) ! ( &''U" ix-x")" A"»" (i 

H : — St:^ —r< — ' 



d«"-*d)'" («—!)! I +.-"'t- ^^^^ ^j 



Si , préseRtement, on représeate génëralement par Vi une fonction 
homogène du k.""' degré en x et y , toute courbe du m.""' de- 
gré aura une é([uatioD de la forme 

".+w.+B.+^ +"-+ •+ï'-=o . 

Si l'on cherche tes polaires successives de l'origine , par rapport à 
cette courbe prise pour directrice , au moyen des considérations 
exposées à la pag. 89 du précédent volume, on trouvera faci- 
lement , pour l'équation de la (/n— n)"*' polaire , 



r"i> + 



(m- 1)1 



(m— a)l 



En conséquence, pour obtenir l'équation de ta (m — n)-" polaire 
d'un point (»»,;)'"), relativement i la directrice »=o, il faudra 
d'abord transporter l'origine en ce point , en changeant lespectire- 
meot dans J» , » et / en x-t-i" et r+f'< " développer; puis 
daus le développement multiplier respectivement les termes de o, 
1 > 3 o dimensions par 
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Cm -2)! 



(n-O; cn-^)! 



et supprimer tous ceux de dimensions plus élevc'es; après quoi, il 
faudra remplacer respeclivemeot x H y par x—x" et y — y" , afin 
de retourner à l'origine primitive. Or, il est visible que l'equatioa 
résultante ne sera autr» chose que IVquaiioD (Pj ci-dessus. £n in- 
Toquant doue le principe de dualité ^ on obtiendra tes deux théo- 
rèmes que voici : 

THÉORÈME I. Si,parrap- THÉORÈME I. Si, par rap- 
port à une même directrice du port à une même directrice de 
(p+q)'"" degré f on détermine la (p-f-q)**" classe, on détermine 
p.'*" polaire ^un point P */ la la p.''" polaire d'une droite P 
q.""' polaire dun point Qy et et la q.''** polaire dune droite 
aue Fun quelconque de ces deux Q . et que tune quelconque de 
points ait été choisi sur la po- ces deux droites ait été choisie 
laire de Vautre , ce dernier point tangente à la polaire de t autre , 
se trouvera 'réciproquement sur cette dernière droite se trouvera 
la polaire du premier (*). réciproquement tangente à la po- 

laire de la première. 

Si l'on fait pr=im — i et ^=1, on retombe sur le (héorème de 
la pag. 167. du précédent volume, qui n'est ainsi qu'uQ cas très- 
pMtieuliet de celui-ci. 

Au moyen de ces deux théorèmes,, on pourra résoudre les deux 
problèmes que voici : 

PROBLÈME!. Troueer.sur PROBLÈME I. Trouver ^ sur 
le plan dune directrice donnée le plan dune directrice donnée 
du m.'"' degré , un point dont la de m.'"" classe » une droite dont 



(*] M. Placier nous a adressa poilérîearcnitDt , lani démonstration , ua 
tUorème tout k fait antltgue. 
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3o6 POLA 

n '"" polaire , relative à cette di- 
rectrice , passe par deux points 
donnés ? 

Si ( en efTet, on détermine. , 
par rapport à la directrice pro- 
posée , les (m—n)'""' polaîies des 
deux points donnes , il résulte de 
notre ilit'orème que les n.'""" po- 
laires de leurs intersections, re- 
latives Ji la m^me directrice, pas- 
seront par tes deux points don- 
nes. El , comme les (m — n)'""' 
polaires des deux points donnés 
seront l'une et Tatilre du n.""* de- 
gré , le problème aura n* solu- 
tions. 



IRES 
la n,""' polaire , reîatiçe à cette 
directrice , touche àenx droitei 
données ? 

Si , en eO'et , on détermine, par 
rapport à la directrice proposée , 
les (m — n)*"* pdaires de» deui 
droites données, il résulte de no- 
tre lliéorème que lés «,""" pului- 
res de leurs tangentes communes , 
relatives à la même directrice, 
toucheront les deux droites don- 
nées. El, comme les (m— n)""" 
polaires des deux droites doinnVs 
seront l'iiiie et l'autre de /i.'"** 
classe, le problème aura a' so- 
luiioos. 



Eu appliquant aux fonctions de trois variables x^y^x les con- 
sidérations qui nous ont guidés dans ee qui précède ^ on parvien- 
dra , sans autre peine que celle d'écrire des développemens , Â éta- 
blir les deujc théorèmes que voici : 

THÉORÈME n. Si, par rop- THÈOBÈME IL Si, par rap- 
port à une même surface directrice port à une même surfaee direc~ 
du fp+q)"*' degré t on détermine trice de (p+q)'"* classe , on dé- 
la p."" polaire d'un point P */ is termine la p.*"" polaire d'un plan 
i\^" polaire d'un point Qtetçue P et la q ''" polaire d'un plan 
l'un tfuekon^ue de ces deux points Q,et que tun quelconque de ces 
■ait été choisi sur la polaire de deux plans ait été choisi tangent 
F autre , ee dernier point se trou- à la polaire de l'autre, ce der- 
vera réciproquement sur la po- nier plan se trouvera réciproque^ 
taire du premier. ment tangent à la polaire du pre- 

mier. 
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SUCCESSIVES. 3o7 

Si l'oo fait pssm—i et ^= i , on retombe sur le théorème de 
la pag. 16^ du pr^édent volume, qui o'e«t ainsi qu'un cas trts- 
parttculiec de celui-ci. 

Au moyen de ces deux théorèmes , on pourra re'soudre les deux 
problèmes que votcî : 

PROBLÈME IL Une surface PROBLÈME II. Une surface 
directrice au m.""* degré étant de m.**" classe étant donnée , 
donnée^ trouver ^ dans F espace , trouver , dans l'espace, un plan 
un point dont la u,'™* polaire ^ dont la a"'* polaire , relative à 
relative à cette surface , passe par cette surface ^ touche trois plans 
trois points donnés? donnés ? 

Si t en efiet , on détermine, par Si , en eOet , on détermine , par 
rapport à la surface directrice pro- rapporta la surface directrice pro- 
posée, les (m— n)'*" polaires des posée» les (m—n)'"" polaires des 
trois points donnés, il résulte de trois plans donnés, il résulte de 
notre théorème que les n,""" po- notre théorèrne que les n.*™" po- 
laires de leurs intersections ^ re- laires de leurs plans langens com- 
latires à la même directrice , pas- muns , relatives i la même dlrec- 
seront par Ifs trois points donnés, trice , toucheront' les trois plans 
Et, comme les (^m — »)'""' poifli- donnés. El, comme les (m— n)"*" 
r^s des trois points donnés seront polaires des trois plans donnés s«- 
toutes trois du nj^ degré, le pro- ront toutes trois de n.'~ classe , 
blême aura n^ solutions. le problème aura n* solutions. 

Cbllons, le 30 avril 1838. 
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3o8 OBSERVATIONS 



METEOROLOGIE. 

Bésamé des ohserçations barométriques. , hygro- 
TTLétriques , thermométriques et magnétiques 
Jaites à Montpellier , en 1828; 

Par M. Gergohne. 

JjES observations mWoro!ogiques que je publie ici pearent être con- 
sidérées comme faisant suite k celles que j'ai publiées k la pu^. 9 du 
présent volume ; elles ont , en effet , été faites aux mêmes hetires , 
avec les m^mes înstrumens placés de la même manière ; les observatiunfi 
barométriques ont subi les mêmes réductions , et les tableaux ont 
eiactement la même forme : seulement, j'ai été assez lieureuxpour 
pouvoir mettre un peu plus d'assiduilé dans celles-ci que dans les 
précédentes; tellement que, sur les 14^4 observations de l'année, 
je n'en ai omis que 34 seulement ; savoir ; cint^ de sepl heures du 
malin, quinze àt midi, douze de cinq heures du soir et deux 
de dix. Les époques des observations omises sont d'ailleurs assez 
distantes entre elles pour qu'il n'en réduite aucune erreur sensible 
sut ta moyenne de chacun des douze moU de l'année. 
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MÉTÉOROLOGIQUES. 
5. I. BAROMÈTRE. 

!.• Tahieau des moyennes harométriques. 



309 



1828. 


7 HCUFM. 


Midi. 


5 Heures. 


10 Heares. 


Moyennes. 


Janvier. 


,63,4. 


763,73 


,63,62 


763,73 


,63,62 


Février. 


756,88 


,55,66 


755,40 


755,98 


',55,98 


Mars. 


758,10 


758,0. 


757,52 


,58,5. 


,58,o3 


Avril. 


757.54 


756,70 


756,5, 


757.07 


756,9, 


Mai. 


. 766,60 


,56,25 


,55,55 


756,48 


,56,22 


Juin. 


7S9.8. 


,59,.8 


,58,40 


759,40 


,59,20 


Juillet. 


,56,33 


706,30 


754.97 


756,24 


,55,96 


Août. 


758,43 


757,89 


756,79 


757,88 


757.75 


Septembre. 


759,55 


,59,63 


,58,88 


,59,63 


759.42 


Octobre. 


761,46 


76',27 


,60,80 


76.,44 


761,24 


Novembre. 


,59,93 


,60,12 


,59,60 


,60,24 


759.97 


Décembre. 


,63,88 


,63,49 


,63,47 


763,50 


,63,6o 


Moyennes. 


,59,33 


,59,02 


,58,46 . 


759.-8 


,58,10 



La muyeaiie barométrique à Mont|)etlier , pour l'année 1826, est 
donc 758,10, au Heu de 758,39 i^u'elle avait été pour 1837. 
Tom. XIX 43 
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3io OBSERVATIONS 

a.* Tahleau des moufemens harométTiques', 



■828. 


Uasinu. 


Moyenne!. 


Minima. 


Oscillations. 


Janvier. 


735.59 


763,62 


750,93 


24.66 


Février. 


769,53 


755,98 


734,53 


35.00 


Mars. 


766,28 


758,o3 


749.90 


i6,38 


AvriU 


766,63 


756,97 


744,54 


22,09 


Mai. 


763,27 


756,22 


747.38 


■ 4.89 


Juin. 


763,05 


759,20 


753,3. 


9.74 


Juillet. 


762,49 


755,96 


749.43 


■ 3,06 


Août. 


763,39 


757,75 


749.94 


■3,45 


Septembre. 


765,.3 


759.42 


752.8, 


12,32 


Octobre. 


76«.«9 


76.,!4 


7*3,36 


.5,53 


Novembre. 


767.9' 


759.97 


748,69 


.9,12 


Décembre. 


77".6; 


763,60 


749.22 


33,42 


Maximum. 


775,59 


763,62 


753.36 


35,00 


Moyenne. 


766,90 


753,10 


74.8.67 


l8,23 


Mitiimum. 


762,27 


755,96 


• 754.53 


9.74 


Oscillations. 


i3,32 


7,66 


i8,83 


25,26 



Ce tableau donne, pour le plus grand maximum, 
£t pour le plus petit minimum , 



77 '>64 
734,53 



Diffiéreace, 37,1% 
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MÉTÊOROtOGIQUES. 3ii 

I^e sommet de la colonne de mercure a donc paicoura daay le 
tube uae longueur de 37,1 u 

5. II. HYGROMÈTRE. 

I.* TahUau des moyennes hygrométriques. 



»838. 


7 Heures. 


Midi. 


5 Heur». 


loHeureB, 


Moyennes. 




Janvier. 


83,7 


83,5 


83,4 


83,J 


«3,6 




Février. 


79.5 


78,9 


79." 


79." 


79.' 




Mars. 


7>,5 


7,,5 


7'.7 


7.,8 


71,6 




Avril. 


76,1 


75.7 


75,8 


76,3 


7^,0 




Mai. 


74.0 


73,3 


,3,. 


73,7 


73,5 




Juin, 


60.7 


60. 1 


58,5 


59.9 


59,8 




Juillet. 


67.- 


65,1 


65,3 


66,4 


66,0 




Août. 


63,6 


6^.7 


65,8 


63,0 


63,8 




Septembre 


80,2 


79.3 


80,. 


80,6 


80,. 




Octobre. 


81,8 


83,6 


8a,3 


82,7 


8a,6 




Novembre. 


88,8 


88,5 


88,9 


89,3 


88,8 




Décembre. 


85,9 


85,3 


85,4 


85,7 


85,6 




Moyennes 


76,a 


75,6 


75,8 


76,0 


75,9 





On Toit donc tju'à Montpellier la moyenne hygrométrique, pour 
l'année i83ft, a ëté 75,9, au lieu de 71,8 qu'elle avait été en 1827^ 
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OBSERVATIONS 

Tahleau des mouvemens hyi^rométriques. 



1828. 


. Maiima. 


Moyennes. 


Mlnimi. 


Oscillalions. 


Janvier. 


88,5 


83.6 


74,0 


■ 4.» 


Fi'vrier. , 


87,0 


79." 


67,5 


.95 


Mars. 


82,5 


,,,6 


5G,5 


36,0 


Avril. 


83,5 


76,0 


65,0 


18,5 


Mai. 


83,o 


,3,5 


63,5 


20,5 


Juin, 


73,0 


5g,8 


46,0 


27,0 


Juillet. 


79.5 


66,0 


5o,o 


=9,5 


Août. 


74.0 


63,8 


5o,o 


24.0 


Sepiembre. 


90,0 


80,1 


62,5 


27,5 


Oclobre. 


89.0 


82,6 


71,0 


18,0 


NoTemUre. 


97.» 


88,8 


79.0 


18,0 


Décembre, 


94.5 


85,6 


80,5 


]4,o 


MuxiiuiiDfi. 


97.0 


88,8 


80,5 


=9.5 


Moyenne. 


85,1 


73.9 


63,7 


'1.4 


Minimum. 


73,0 


63.8 


46,0 


j4.o 


Oscill.uioiis. 


■■•A.o 


a5,o 


34,5 


i5,5 



Ce UiblcaLf duuiie, puur lo plus gruuii inuximum , 9/)'^ 

Kt pour le plus petit minimum , 46 o 

UillcMcnce 5i,d 

Ainsi à Montpellier, pendant l'anut'e i8a8, l'aigitille de l'hygro- 
mctie B parcouru, sur la graduation , 5i divisious. 
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MÉTÉOROLOGIQUES. 
J. ni. THERMOMÈTRE. 

Tableau âes moyennes ihermométriques. 



1828. 


5 Heures. 


MiJi. 


5 Heurt.. 


10 Ilcurea. 


Mojeuoei. 


Janvier. 


6,98 


10.65 


9.48 


6,75 


8,46 


Fé»rier. 


6,86 


10,90 


10,32 


7,53 


8,88 


Mars. 


8,a8 


■3,75 


13,67 


9.87 


.,,,4 


\ïrii. 


>i.97 


■6,9* 


i6,o5 


13,72 


■ 4,42 


Mai. 


17.46 


31,09 


30,43 


17,03 


19,00 


Juin. 


31,31 


35,91 


25,=3 


31,13 


23,37 


Juillel. 


32,65 


36,60 


35,83 


33,36 


24,36 


Août, 


30.97 


35,55 


34,85 


21,53 


33.33 


Septembre. 


i8,Gj 


33,;8 


36,59 


19,43 


21,86 


Octobre. 


.3,64 


,7,8, 


16,82 


.4.78 


15,76 


Novembre. 


10,77 


■4,4o 


i3,55 


11,91 


13,66 


D^enibre. 


6,60 


10,43 


9.17 


7,'4 


8,3i 


Mo^i'iiiies. 


,3,84 


18,07 


■7,57 


14.43 


.5,96 



Ainsi, à Montpellier , la température moyenne Je l'année id:!i 
« ëté 15^,96, un peu supérieure à la moyenne d'octobre* 
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3i4 OBSERVATIONS MÉTÉOROLOGIQUES. 

a.* Tableau des mouvemens thermomètriques. 



1838. 


Maxim tu 


Moyenoe». 


Miaiina. 


OKilUtioos. 


JanTÎer. 


14.70 


8,46 


3,l5 


11,55 


Février. 


i6.5o 


8,88 


-o,5o 


17,00 


Murs. 


ai,o« 


II. '4 


1,80 


19,20 


Avril. 


34,o5 


14,42 


7,25 


16,80 


Mai. 


a6,55 


ig.oo 


12,00 


14.55 


Juin* 


«8,75 


33,3; 


17,30 


11,55 


Juillet. 


3i,3o 


34,36 


16,40 


■4.90 


Août 


38,90 


33,33 


■ 7,85 


11, o5 


Septembre. 


35,5o 


21,83 


■ 4,85 


10,65 


Octobre. 


32, i5 


i5,,6 


4,75 


17,40 


Noreuibre. 


■7.75 


13,66 


4,80 


13,95 


Décembre. 


14,00 


8,34 


1,80 


13,20 


Maximum. 


3.,3o 


34,36 


17,85 


19,30 


Moyenne. 


33,6a 


.5,96 


8,45 


i4.i5 


Minimum. 


■ 4,00 


8,34 


— ^,5o 


io,65 


Oscilla lions. 


17.3» 


l6,03 


18,35 


8,55 



Ce dernier tableau donne, pour le plus grand maximum , 3i,3o 
£1 pour le plus petit minimum , — o,5a 



DiSéreoce 3 1,8a 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 3i5 

De sorte qu'à Montpellivr, dans l'san^e iSaS , le sommet de la 
iBoloniie de mercure a parcoura , dans le tube du thermomètre , 
wa espace de 31**,^* 

J. IV. INCLINAISON MAGNÉTIQUE. 

he 8 octobre 1828, j'ai observé l'inclinaison de l'aiguille aî- 
mantëe, au mo^en d'un appareil construit par les frères Jecker, 
& Paris ; en notant les incIiDiiisons , dans tous les azimuths , de dix 
en dix degrvs , lisant l'arc aux deux exlrémilés de l'aiguille, re- 
tournent ensuite cette aiguille , pour recommencer les mêmes ob- 
serratioDS relutivement à son autre face , et employant enfin la for- 
mule connue Tang.'x^Tflng.V+l'ang.*^, j'ai obtenu ainsi dîx-huk 
moyennes , desquelles j'ai conclu que l'ioclinaison de l'aiguille, pouf 
ce jour-là à Montpellier, était comprise entre 64*. :n ' tl 64^.26'. 

J'espère aToir,puur 1839, un instrument propre à mesurer U 
déclinaison. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème de géométrie» 

Lja perpendicalaife abaissée de l'on des sommets d'un paralléli- 
pipède quelconque , sur «d plan quelconque conduit par le sommet 
opposé , est égale i la somme des perpendiculaires abaissées sur le 
même plan des trois sommets qui environnent ce dernier; elle est 
la moitié seulement de la somme des perpendiculaires abaissées sur 
ce plan des trois sommets restans , respeciWement opposés à cet 
trois- U. 
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3i6 QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème d'hydrostatîgue. 

On suppose qu'il n'existe rien autre chose , dans l'univers, qu'une 
masse de fluide é]asli([ue dont les molécules s'attirent en raison 
composée de la directe de la masse de la molécule attirante et de 
l'inverse du carre de sa distance à la molécule attirée ; on suppose 
en outre que ce fluide se comprime proportionnellement aux pressions 
qu'il éprouve; on suppose enfin que ses couches de densité uni- 
forme sont spliériqiies et concentriques, et Ton demande suivant 
quelle fonction de leur rayon doit varier la densité de ces couches 
pour que toute la masse fluide soit en équilibre ? 

Problème de dynamique. 

Tout étant comme dans le problème de la page 385 , si ce n'est 
que le tube est exactement équilibré sur son aie et n'est sollicili- h 
se mouvoir que par le poids de la sphère introduite dans son in- 
térieur; ou demande de dc'iermiuer les circonstances du mouvement 
tant de la sphère que de ce tube. 
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THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE. 317 



GEOMETRIE ANALYTIQUE. 

Démonstration de deux théorèmes sur les lignes 
et surfaces du second ordre ; 

Par M. BoBiLUER > professeur & l*EcoIe des arts et métiers 
de Châloos-sur-Marne. 



J\ous nous proposons de faire voir, dans ce qat va suivre , qae 
quatre théorèmes déjà connus, dont deux relatifs aux lignes et les 
deux autres aux surfaces du second ordre , ne sont que des cas par- 
ticuliers de deux autres théorèmes plus généraux qui paraissent 
n'avoir point encore été remarqués. 

I. Soient deux ellipses concentriques dont les diamètres princi- 
paux coïncident , et supposons que leurs équations relatives & ces 
deux droites soient 

Soit un angle droit mobile, sur le plan de ces courbes, dont les 
côtés les touchent respectivement ; en désignant par («,^) , {^' ,^) 
les points de contact variables , nous aurons d'abord 

.rf<x»+5^'=i , ^V'4-5f =1 . (i) 

Les éqaatîoDi des denx côtés de cet angle seront respectivement 
Tom. XIX, n." II, !.•' mai 1829. 43 
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3i8 THEOREMES 

^ûtr-f5pj=i , ^V:r+B'(3y=i ; (2) 

et , parce que l'angle est druît , nous aurons en outre 

JA'<ta^+B£W=o i (3) 

«t l'on T-oil que IV<}ualten «n s tl y , résnUtiBl. de Pt^Mnmalioii de 
a, ^ , a' , ^' efltfv cff <;ift^ liernières éqmtioo^. Serait celle de la 
cuuibe décrite par le sommet de l'angle mobile. 
, Soient posés 

JcL=a , J(8=* , A'x'^a' , B'^'—h' , (4) 

a'+i'=f» ,. «''-fK=/^ ; (5) 

les équations (1), (2), (3) deriendrool ainsi 

-7 + 5=' > -:r+F='- <") 

ax-\-hY=.\\ û's-^h'y^i , (7) ' ' 

aa'-{-Bè'=o . (8) 

Les équations (5) et (A) pourront alors ^tre écrites comme il suit: 

(7HTT=-(=;j+(^y=-(f)(9+(7X^)=-<^) 

or, ilest«onna'qn'i trois pareilles relations, entre <]natreqn8r!titi.'s, 
on peutf comoie équivalentes, substilirer les (rois suj^&uies (*) : 



<*) Soient, en etfet,<KMTx svM^mes ie coor4onni%srectaHgnf aires, de même 
orrf;ine,et soient (x, f) , U,u) un mËme point contidcré, tour â lour^dana 
Icï ^ui. syttéattu Le cfvre de u tUitance à IVipighM dsfaat Àlr* le mlM 
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DE GEOMETRIE. 319 

Cela posé, les équatioDS (7) peuvent ftire écrites «insi: 

-j?+-r+— , — ■»^+rJ=3^ » 

. . . r r"' r r i'*' r' 



pour tel deux s^stèmtt, oq derra'aToir, quel que aoHce point, 

*'-H"=''+«' . (0 

Pr^senteMent les coordonnées x tt y detant Etre des fonctions liaëairei 
' de t lit K <}ui' doLveiit s'éviaduit en matas teirfps' que'ced dernière*, on 
peut écrite 

X7=pl+p'a , yi=^t+g'a ; (a) 

ce qui donnera, en substituant dam (i), transposant et développant, 

équation qui, par ce qu'elle doit iire ideutique, donne 

p'+?'=« I p"+9'*=i . PP'+Jl'=o - (3) 

D'un antre cMë, si l'on prend , tour ^ tour, la somme des produits des 
équations (3) , d'abord par ^ et f , puis par p' et f' , en o^ant égard anx 
relations (3) , il Tiendra 

'=p«+?y # «=p'*+9y ■■ <4) 

substituant dans (1) , tranipocant et développant, on aura 

(P'+/»'*—' )«'+(? M-î'"— ')r'+î(Pï+p'v)«ï=o ; 

^nation qui , devant aussi être identique , donne 

p*+p"=i , ?•+?"=! , p^+p'g'=o î (5) 

relations qui, conséqueiament, doivent être équivalentes anc relations f3), 
Nous nous sommas Aé\k appuyés snr cette équivalence i la pag. 159 du Xl[.* 
Tolome da pniiant ftcneil. 

J, D. G. 
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prpnant alors In somme de leurs carrés , ayant ^gard aux rela- 
Uous (lo) , il viendra simplement 

-■+y-=r- + 7.- <■■) 

Supposons prësenlement que les deux ellipses aient les mêmes 
foyers , et consëquemment la même exceutricîiê , on aura ainsi 



et , par suite , 

c'est-à-dire (6) , 
on bien encore 

mais on a aussi (6) 

ajoutant ces deux équations membre à membre, et ayant f^garJI aux 
relations (lo) , il viendra 

AS r*~ r"~ B f * 
c'est-à-dire , en réduisant et ayant égard à la relation (13) , 
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J.+ ^=L+-I =1 + 1 , 

r*^ r" A ' B' -4' ^^ B ' 
fto moyen de quoi l'Ajuation (ii) devieuJra 

^^ A^ £f A'^ B ' 
«e qui permet d'écrire , pour plus de symétrie , 

^tialion d'un cercle qui a sou centre à l'origine. 

Si, au lieu de deux ellipses, on avait deux hyperboles, ou 
bien une «llipse et une hyperbole , il n'y aurait rien de change 
que les signes de £ et de B' , ou de t'un d'eux seulement, ce 
qui pourrait quelquefois réduire le cercle à ua potat , ou même le 
rendre imaginaire. On a donc ce théorème: 

THÉORÈME I. Si un angle droit se meut sur un plan , de 
telle sorte que les càtis touchent respectivement deux coniques bi~ 
confocales , son sommet décrira la circonfirenc» qui leur sera 
concentrique. 

Le carré du rayon de ce cercle sera égal à la demi-somme des 
carrés des cordes qui , dans les deux coniques , joindront deux som- 
mets consécutifs. 

Soit e t'excentncité commune aux deux courbes , et soient re3~ 
pectÎTemeut f ei f les distances de leurs sommets & un mé^me 
foyer, nous aurons 

-< B"* » A' Bf~ * 

doit nous conclurons 
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5 M>'+y) . ^ ■=/(«+/') •■ 

Si nous substituons ces valeurs dans les équations des deux cour- 
bes, en y changeant x en x — e pour trausporter l'origine au foyec 
commun négatif, elles deviendront 

ou , en chassant les di^nominateurs , déreloppaat , ordonnant el di- 

visaut par e' 

Avec les mêmes données rétjuation (i3) du cercle d^rît par le 
sommet de l'aogle deviendra 

Si l'on snppose ensuite que e devient infini , les i^quations- des deux 
couxbt-x devieaneat celles de <teux paraboles dunai^es par les équa- 
ttx)ns 

et celle du cercle- devient 

'=-(/+/') ; 

c'est-à-dire , celle d'une perpendiculaire & l'axe common des deux 
courbes. 
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D'un antre câtt! , ea égalant entre elles les valeurs de y^ , lé- 
<|uation nfsultanle 

4|(it (loti t\M crllv de U coftje trontmime oh «le t'axe die sjniptns« 
des deux courbes , donne aussi la uidtne valeur pour x ; on a donc 
ce ihi^of èm« : 

THÉORÈME II. Si vn angle droit se meut sur un plan , rfit 
iefle sorte ^ûe ses cfltés touchent respecthement deux paraboles dé 
même atc et demémejoyert Sun sommet décrira taxe de symp- 
iose des deux courbes^ 

\ji théorème I peut encore être énoncé comme il suit : 

THÉORÈME lîl. Si Jeax ^nifuis hi-eonfoeaks M motivent , 
dans le plan d'un angle droit , de manière à toucher respectife*- 
ment ses deux cAiés , leur centre commun décrira une circonjérence 
qui aura pour centre le sommet de cet angle. 

On peut supposer , tour à tour , dans le théorème I . i." que 
les deux coniques se confondent en une seule ; 3.° que , sans qu'elles 
se confondent ^ leurs foyers communs se confbadttit en nn seul ; 
on obtient ainsi ces deux théorèmes connus, qui ne soDt^ comme 
on le voit, que des cas parriculiers de celui-ti ; 

Si un angle droit se meut , sur un plan , de manière à être vons- 
iamment circonscrit à une même conique , ou de manière que ses 
c6tés touchent respectivement deux cercles concentriques ; son som- 
met décrira une circonférence qui aura pour centre le centre de la 
conique ou le centre commun des deux cercles directeurs. 

Sun sommet décrira donc une ligne droite si la courbe est vne 
parabole^ 

11 est encore facile de conclure des thèorèmet I et // qu'une <*/• 
îipse et une hyperbole de mimes foyers , ou bien deux paraboles 
dt même axe et de mime foyer , se coupent toujours orthogonale- 
mcnt. 
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If. Soient Irois ellipsoïdes concentriques, dont les diamètres prin- 
cipaux Coïncident ; et supposons que leurs équations, relatives i 
ces trois droites , soient 

Soit un angle Irièdre trt-rectangle , mobile dans l'espace , dont les 
faces louclienl respectivement ces trois ellipsoïdes ; eo detiijjnant par 
(a,p,7) , (ôt'.jV.v') , {?■" ,^" ,^") les trois points de coBlacl ?arial>le&, 
nous aurons d'abord 

.rf«'+B^'+Cy'=» . -^'-^+B'^'+CV'=i . -*"-"'+B"^"+C'V"=i . (I) 

Les équations des trois faces de cet angle trièdrê seront respect!- 
vemeDt 

A»s-^h^y-^Cyz=\ , A'M'x-t-B>^y{Cy't=i , W«"»+B"^"j-+C"y«=ïi ; (a) 

et , parce que l'angle trièdre est tri-rectangle , cous aurons , en outre ^ 

jt'jV'^»"+B'B''f'l^+C'C"v'v"=o t A"A>^'^B"Bfi"fi+C'>Cy"¥=o , 

AA'>,i'+BB'/ifi'+CC>y/=so , (3) 

or. bien que ces équations ne soient qu'au nombre de nenf sea- 
lemenl, on peut néanmoins (éliminer entre elles les neufs coordon- 
nées des trois points de contact, et l'équation résultante, en j:, y 
£ , sera celte de la surface décrite dans l'espace par le sommet 
de l'angle irièdre mobile. 
Soient posés 

Am^s^a , B*=* , C¥=e , A'mf=^ , B'^sif , CV=e' , A»^i=^" , B*/l"sa*" , Cyissç'' 

fl'_|_3*4.£i = r' , û"-^i''-hc^=r'' , a^''+è"'-^c"* = r"'i (5) 

les équations (i),(3),(3} deviendront ainsi 



DigitizedbyCjOOQlC 



DB^ GEOMETRIE. SaS 

a'é^'+6'b"+c'c"=so > fl"tf-|-^"^4-^V=:o , <7a'+3i'+«'^o î (8) 
les ^uaitons (5) et (8) pourroot altrs éire écrites comme il sait : 

(7)-H7)V(f)=. . ( :-)(^)-(^)(^)+(7;)(^;)=»- 

(-:^J-(^)"+(^)"='> (7)(7) + (')(-:) + (f)(7)=- 

or, il est connu qu'à sU pareilles relations entre neuf quantités, 
on peut, comme ëquir-alentes » substituer le» suivantes (*) : 



(9) 



(*) Soient, ea effet, deuc «fst^mes de coordano^* rectangulaires de mioM 
arïçîne , et soïsnt (* r)' r '] i ('»■*, c} un même point ci>nsi<léré , tour k 
toop, dam les deai sfitâmas. Le carr^ de >a distance k Forigine detaot 
itre l« infiiae pouD ces. deux ajatdfnei, on defra SToir ^ quel (jub loti ce 
point,. 



m*-t^^M*SSl>+u*+9*^ . 



(0 



Pr^MntenMBt , les coordonna jr , y , e devant âtre des fonctions linéai- 
res de t , u , t> qui dwvent s'évanouir en même temps que ces dernières ^o* 
peut écrire 



«=?«+?'«+?"'' . y=y(+î'H+y'V , f=ri^r'B+r^i' ; 



<>) 



ee qtii donnera en substituant dana (i), transposant et développant 
Tom. XIX 44 
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(tH-: )v(^)-=. . (i3(f)+(^)(i)+(^x^)=o . 

(f)'+a)-(;)='. (7X7)+(^)(v)-(^)(^)=- 

(rH^)"+(5)-='. (7)(r)+(7X^)H^X^)=- 

*■+»■+'■•— i)''+»<f'p"+rt"+^'")"' ) 

t! 
+(f"'+«'"+r"— 'V+iO'f'+tJ'+n')!» ) 

^lUtîOD qui « paree qu'elle doit £tre identique , dont» 

P'+V'+'''=» f f';»"+î'v"+r'r"=o , J 

f ■+/■+'»=■ , p'p+q",+r"'=o , \ (5) 

!'"+«"■+'"•=■ . W'+?«'+r''=o . ) 

Vue entre cdt^, li l'on prend, tour à tour, la lomme des produit! rei^ 
feclifs de» équationi. (s), d'abord par f ,q,r, ensuite par p' ^ q' ^t' ^ puie 
enfin par p" i f " i r^, en a/ant tfgard aux relaliona (3) t il viendra 

•=9'-lrn-i-" • "=/«+j')4-''« , »=^x+)»r+r"« ; C4) 

4yl»titnant dans (i), tranapount et développant, on aura 

(pM-P'H-f»— >)»"+a(«'+J'''+?V'ifa I 

+(f'+f"+y"'— «j/M-aCrp+zy+r^p"]** J=o 

■+(''+^t^'— ■)«'+"(p»-h>'«'+p"»"x»r ) 

donation qni, devant anui £tre identique^ donne 



C.o) 
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Gela posé , les équations (7) peuTent ^ire À:rites ainsi 

-*+7r+7^=7. p:'+-^+7''=7' -'+;^J'+pr^ 

prenaot alon ta somme de lenn curés > en ayaat égard aux relaiioiis 
(to), il Tieadra simplement 



^4y+^-=JL+Z+i.. 



(■0 



- Supposons pT^eniepaent que deuf des sections principales des (rois 
ellipsoïdes aient les mêmes foyers , et, par suite, même exceulricité, 
on aura ainsi 



jt C~ A' C™ A"" 



d'oiï , en retraocbant » 



relation* qui , eom^qnennnent , doivent (tre ^qnÏTaleatei arec les reUtioin (3); 
Vous Doni lonipies déîii appn^n ( Annoln^ tom. XII, paf^. i63 ) sur celte 
^qpîvalence signalée , poar la premiire fois , par Logrange dans sa Micani- 
fua analytigui , et dont M. Poisson a donné post^rieareinént ane ddmons- 
tratioD fort Hég/uA* cUni la Comipondansa de M. Hachette ( tom. I , paj^ 

•37). 

i. D. G. 
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c'est-à-dire, que les troisièmes seclioas principales auront annî la 
même excentricité , et > par suite , les mêmes foyers. On tirera de 14 



'■ ff B C C * A« ^~B" n~ C" "C ' ^'^^ 



au moyen de quoi on aura 



^+^+^=ï-^^+r+c>-i>'-+(ir-î>"-+Cr.-;)-'*' 

c'Ml-i-dice (5), (6), (i»), 

•'■ ■*"■'" I /" • ■ ^^. 

9 + X+T-+(è-^)-' 



•u bien encore 



i(f)"+iG)"+K^7=>a-i)' 

nuis on a aussi (6) 

ajoQtant ces trois ^uaiioos nembre i membre , en ayant ^gard aux 
relations (to)» il Tiendra 



DigitizedbyCjOOQlC 



DE GEOMETRIE. tsg 

• . « , « _i , «_ , J_ , i , ^ J_ i . 

c'eu-à-dîre , en faisant «t ayaat ^gard aax relations (la), 

« . JL4.JL— I J. ' ^± : J.-L4.i.= -4.-+ '- 

^"'"^. Tr«. — ^T"5"fc„ ^^ m~c ji'^ B c ' 

au mo3>«a de quoi t'^uation (ii) deviendra 
£e qoi permet d'écrire , pour plus d« synéiric , 

-■+/+'-=t|(^+i+é)+(3-+5+i) + (i + F + ;7)r ('*) 

équation d'une sphère qai a son centre à l'origine. 

Si , au lieu de trois ellipsoïdes on avait trois h7peri>oIordes , 
«0 bien deux ellipsoïdes avec une byperboloïde , ou encore deux 
lij'perboloïdes avec un ellipsoïde « il n'en rÀultetait que de ùoiples 
cbangemens de signes dans (Quelqu'un des neuf, coefficiens A, B, 
C, A', B' , C , A'*t B'\ C" \ le lien cherché serait donc tou- 
jours une sph^e , qui pourrait seulement se réduire quelquefois & 
un point , ou même devenir imaginaire. On a donc ce théorème : 

THÉORÈME I. Si un angle trièâre iri-rectangle se meuî dans 
S espace., de manière ^ue ses faces touchent respectivement trois sur- 
faces du second ordre dont les sections principales soient bi-con- 
' focales , son sommet décrira une sphère gui leur sera concentrique. 

De là on conclura facilement cet autre théorème : 

THÉORÈME II. Si un angle trièdre tri-rectangle se meut dans 
T espace , de manière gue ses faces touchent respectivement trait 
surfaces du second ordre dépourvues de centres f dont les sections 
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paraboliques principales aient même axe et même foyer , son som- 
met décrira un plan perpendiculaire à leur axe commua. 

Le théorème I. peut encore être énoncé comine il suit : 

THÉORÈME III. Si .trois sur/aces du second ordre , invaria- 
blement liées entre elles , et ayant leurs sections principales hi- 
tonfoeoles , se meuvent dans [espace , da manière à toucher res- 
pectivement les trois faces dun angle irièdre tri-rectangle Jixe , 
leur centre commua décrira une sphère ayant son centre au somr 
met de t angle trièdre. 

Si, daDS les théorèmes I et //, on snppose que deux des sur- 
faces du second ordre se confondent , on obtiendra ces deux-ci : ' 

THÉORÈME ly. Si deux surfaces du seco^ ordre ont leurs 
sections principales hi'Confoeales , et fu'un angle trièdre tri-ree- 
iangle se meuve dans Fespaôe , de telle sorte que deux de ses fa- 
ces touchent constamment une de ces surfaces , tandis tjue la troi-^ 
sième touche constamment r autre , h sommet de cet angle irièdrt 
décrira une sphère concentrique avec ces deux surfaces. 

THÉORÈME V. Si deux surfaces du second ordre dépourvue» 
de centre ont même axe et même foyer ^ et qu'an angle trièdre se 
meuve dans F espace ,, de telle sorte que deux de. ses faces louchent . 
constamment une de ces surfaces , tandis que la troisième touche 
constamment tautre , U sommet de cet angle trièdre décrira un 
plan perpendiculaire à taxe commun de ces deux surfaces» 

Ou peut supposer, tour à loue, dans le théorème /, i.** que 
les trois surfaces se confondent en une seule ; 3.' que , sacs qu'el- 
les se confondent , les foyers comniuns de leurs sections principa- 
les se confondent en un seul , on obtient ainsi ce double th^rème 
d^monlrtf par M. PoiiSon , dans U correspondance de M. Hachette 
( lom, I , pag. 337 ) , et qui n'est., comme on le voit > qu'ua cas 
particulier de notre théorème général : 

Si un angle trièdre tri-rectangle se meut , dans Fespacs , de ma- 
nière à être constamment circonscrit à une même surface du sC' 
tend ordre y ou de manière que ses faces touchent respectivement 
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trois sphèrit concentriques » son sommet décrira une sphère tjui 
aura pour centre le centre de la surface du second ordre ou le 
«entre commun des trois sphères directrices (*). " 

Son sommet décrira donc un plan , si la surface dà second or- 
dre est dépourvue de centre. 

Il est encore facile de conclure, de notre tbÀirèmeg^n^al , que 
trois sur/aces du second ordre , dont les sections principales sont 
H-con/ocales , se coupent deux à deuje à ongles droits. 



(*) Dabi le dernier Bnméro de le Comiponjane» 6e Brntellev ( tom. V^, 
|Mg. 32 ) , !e cal da trois >pbâret concentrique* e été coniidér^ par diren 
^oinétrei , et deux d'entre eux ont obiervé «Tec reiion. q^ue , tant faire 
-aucune dépeute de calcul , ce eaj pouvait être démontré trés-simpleuient 
par dea considé rations parement géomélriqoéa ; mai* on péat dire plui en- 
.Core, et il nous parait que c'eit méconnettre tout k fait U nature du cerclé 
et celle de la apbire , que de ne point «dmellre , una démoa»traiîoo , et 
oonune coniéqnsncet immédiate* de leurs définition* , le* proposition* pluf 
géuéralet que roici ; 

1. Si une ilr«ife ifune hngutur inva- I. Si an angle d'âne grandeur ininf 
riaMe se meut sur un plan , de maniirt riahte se meut sur un plan , 4e ma' 
yu* ses deux extrémités soient eonstam- niire que ses deux celés soient cons~ 
ment sur Ut cireoajérenees de deux ter- tamment tangens à deux cercles con> 
tles concentriques , cette droite envelop- centriques t son sommet décrira , dans 
pera , dans son mouvement , une trot- ton mouvement , la circon/irtace d'un 
eiima circonférenet concentrique aux troisième cercU concentrique aux deaat 
deux premières. premières^ 

H. Si un triangle iqtiitatiraî s» meut II. Si un angle triidre iquilaliral si 
dans t'espace , Je mêniire que se» som- meut dans t'espace , de manière que ses 
mets soient constamment sur trois spkè' Jaces êoient constamment tangentes à 
TÉS concentriques , ou dt manière que trois sphères concentriques , ou de ma* 
aes càtés touchent constamment ces trois nière que ses arêtes louchent conitam- 
tphères, le plan de ce' triangle tni/elop- ment ces trois sphères, le sommet de 
pt^a , dans son ntouvemtnt , une qva- cet angle triidre décrira , dans son 
triimt sphère cosutnlriqu» au» trois au- mouvement, une quatrième sphère con- 
tres, çentriqut aux trois autres, 

J.O.Q. 
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IIL De ces divers théorèmes od peut aisément , par la ih^orie 
des polaires réciproques, conclure les «uirans : 

THÉORÈME I. Si un angle droit , mobile sur h plan dé deux 
€ercles qui se touchent , a constamment son sommet à leur point 
d'intersection , la droite mobile qui joindra les points de contact res- 
pectifs des deux côtés de cet angle avec les deux cercles, passera 
constamment par leur autre centre de similitude ou d'homologie, 

THÉORÈME U. Si un angle trièdre tri-rectangle , mobile dans 
lespasBy a constamment- son sommet au point de contact de trois 
sphères , le plan mobUe qui passera par les points où les trois 
arêtes de cet- angle trièdre percent respectivement ces sphères , pas- 
sera constamment par un même point _fixe de la droîtt qui joint, 
leurs centres, 

THÉORÈME III. Si un angle droite mobile sur le plan ,dt 
deux coniques ^xes , a son sommet en un point ^xe de- <e plan , 
et que ce pmnt soit tellement situé que, dans quatre des situa- 
tions de t angle . mobile , les droites qui joindront les points d'in^ 
ter section respectifs A ses cafés avec les deux coniques se conjoa- 
dent avec leurs quatre tangentes communes , cette droite , dans tou~ 
tes ses positions , cette droite mobile enveloppera une troisième co- 
nique ayant pour foyer le sommet de iangle mobile.. 

THÉORÈME IK Si un angle trièdre tri-rectangle , mobHè dans 
f espace , a son sommet en un point fixe , et que , dans huit de 
ses positions , en conduisant des plans par les trois points où ses 
arêtes percent respectivement trois surfaces^ fixes du second ordre 
ces plans coïncident avec les huit plans tangens communs à cesi 
trois surfaces , dans toutes les autres situations de t angle trièdre ^ 
le plan mobile enveloppera une surface de révolution du second 
ordre , ayant peur foyer le sommet fixe de cet angle trièdre.. 

On peut conMiller , sur La démonstration de ces divers ibeorè- 
Bies , un article inséré i la pag. iSâ du pr^c^deal volume def- 
Annales, 

Nous lerminerons par un ihéotème assez remarquable sar les eo- 
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ebniqaes bi-coiifocales ; ce th^rème consiste en ce qtie trois com~ 
aues hi-confocales étant données , si un triangle mobile et varia- 
ble ie forme est constamment circonscrit à tune belles , de telle 
sorte que deux de ses sommets décrivent les deux autres , son troi" 
sième sommet décrira une tjuatrième conique hi-confocale avec les 
trois premières. 

Ce théorème rf^stilte de ce que i.° en plaçant le centre du cer- 
cle directeur à l'un des foyers , les trois premières coniques se trans- 
forment en trois cercles ayant un axe de symplose commun ; 2* iiois 
cercles tracés sur un même plan , ayant un axe de syuipiose com- 
mun , si l'on inscrit à l'un d'eux un triangle mobile et variuUe 
' déforme, dont deux côtés enveloppent respectivement les deux au- 
très, Sun troisième côté enveloppera un quatrième cercle ayant un 
axe de symptose commun avec les trois premiers ( Poncellt, Pro' 
prièiés projectives , pag. 3a3 ). 

Cbâlous-stif-Martîe , le 10 novembre 1838. 



GEOMETRIE DE SITCATIOIV. 

Sur le théorème (TEuIer relatif aux polyèdres ; 
Par M. Gergonne. 

yjv a TU dans le III."* volume du présent recueil ( pag. 169 ) 
que ce n'est qu'après des tentatives réitérées qu'Euler est parvenu à 
établir, d'une manière à la fois complète et générale, son curieux 
théorème sur la relation constante entre le nombre des faces, ce- 
lui des sommets et celui des arêtes d'un polyèdre quelconque. On 
Tom. XIX 45 
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sait que, dans ces derniers temps, M. Cauctiy a détuonlr^ , d'une 
niaiiière bfcincotip plus simple, Dii autre th^orèaie dont celui d'Eu- 
ler n'est qit'un cas piirticulier. 

En suivant une uiarclie un peu difTérente, M. le docteur J. A. 
Gruner , de Torgaii , dans le II.™* volume du précieux recueil de 
M. Crelle ( pag. 867 ) , est parvenu à démontrer le théorème d'Eu- 
1er d'une manière plus simple encore, et , en suivant la marche 
tracée par l'anleur, on peut obtenir une démonstration non moins 
simple du théorème de M. Cauchy , et ramener ainsi toute cette 
théorie à être racontée, pour ainsi dire , dans une promenade, à 
quelqu'un mOme qui n'aurait aucune notion de géométrie, ainsi 
que nous niions le faire voir. 

Remarquons d'abord que , si s est le nomhre des sommets d'ud 
polygone ouvert, j+i sera le nombre de ses côtés; c'est-à-dire, 
que le nombre des côtés dun polygone ouvert surpasse constam- 
ment d'une unité h nombre des sommets de ce polygone. 

Soit présentement un système non interrompu , ou , en d'autres ter- 
mes , un réseau de polygones coiitigiis les uns aux autres et for- 
mant, par leur ensemble, un polygone unique , convexe ou non. 
Soient F le nombre des figures partielles composant ce polygone 
total, S le nombre des points qui leur servent de sommets et A 
le nombre des droites qui leur servent de côtés. 

Concevons qu'on enlève un quelconque des polygones extérieurs 
sans toucher aucunement aux autres; ceux-ci formeront un nou- 
veau réseau. Désignons par F' le nombre des figures qui compo- 
iicnt ce dernier, par S' le nombre des points qui lui servent de 
sommet et par A' le nombre des droites qui lui servent de côtés. 

Il est évident que , pour passer du premier réseau au second , 
un n'aura eu autre chose à faire que de supprimer dans celui-là 
un certain polygone ouvert , et, qu'en représentant par ^ le nombre 
de ses sommets y ou aura 

F'=F—i , 
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v<'r=^— f— I ■; 
d'où on condat sur-le-champ 

ainsi , en supprimant un des polygones eit^rieurs , le nomW des 
polygones , augmenté dij nombre des points servant de sommels et 
diminué du nombre de droites servant de côtés , demeurera cons- 
tant ; il en sera donc de même si l'on enlève un second poly- 
gone eztiirieur , puis un troisième , et ainsi de suite , jusqu'à ce 
qu'on ait enBn amené le réseau k se réduire i un polygone uni- 
que. 
Mais, dans ce derniei cas, on aura évidemnieDt 

donc t celte relation aura également lieu quel que puisse être le 
nombre des polygones qui composeront le réseau, c'cst-à>direque , 
dans un réseau de polygones coniigus les uns aux autres , le nom" 
hre des polygones , augmenté au nombre des sommets , surpasse cons- 
tamment d'une unité le nombre des droites. C'est le preniier des 
deux ibéorèmes de M. Cauchy. 

La forme de la démonstratioa de ce théorème prouve évidem- 
ment qu'il est applicable aux polygones plans , curvilignes et mix- 
tilignes , comme aux polygones plans reclilignes, pourvu que l'on 
admette qu'aucun des premiers n'a moins de trois côtés, et il n'est 
pas moins évident qu'il serait encore vrai , sous la même restric- 
tion , pour un réseau de polygones curvilignes tracés sur une sur- 
face courbe quelconque. 

Eufîn, il sera vrai aussi pour no système de polygones recti- 
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lignes tel que deux polygones consécutifs pourraient n'être pas si- 
tués dans un même plan ; c'est-à-dire , en d'autres termes , pour 
un polyèdre ouvert; de sorte qu'en représentant par y^ le nombre 
des faces , par s le nombre des sommets et par a le QOiobre des 
arêtes d un tel polyèdre , nous devrons avoir 

/+.-«=. ; 

c'est-à-dire que, dans tout polyèdre ouvert , le rtomhre âes facet^ 
augmenté du nombre des sommets , surpasse constamment d'une unité 
le nombre des arêtes. 

Remarquons que la m^me relation subsisterait eocore y lors même 
qu'on voudrait faire abstraction tant des sommets que des arêtes 
extérieures du polyèdre ouvert, puisque les uns et les autres étant ea 
mêmenombre, la valeur de f—a n'eu serait aucunementafTecléei ainsi 
dans tout polyèdre ouvert , le nombre des faces ^ augmenté du nom- 
bre des arêtes intérieures , surpasse constamment d'une unité le nom- 
bre des sommets intérieurs. 

Si l'on enlève une quelconque des faces d'un polyèdre ferme 
quelconque, il deviendra un polyèdre ouvert dans lequel le nom- 
bre -des faces sera moindre d'une unité , tandis que le nombre des 
sommets et celui des arêtes demeurera le même si donc F, S; 
A représentent respectivement le nombre des faces , celui des som- 
met< et celui des arêtes du polyèdre fermé, noub devrous aroir (i) 

d'où 

c'est-à-dire qne , dans tout polyèdre fermé , le nombre des faces ^ 
augmenté du nombre des sommets , surpasse constamment de deux 
unités le nombre des arêtes. C'est le théorème d'Euler. 
Soit préseotemcot un système non interrompu ^ou , ea d'autres termes. 
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VQ naseau de pc^yèdrM contigus les uns aux autres et formant , par 
leur ensemble, u a polyèdre uniijue , convexe ou non. Soient P le 
Dombre de ces polyèdres i F le nombre des pUns leur servant de 
faces , S le nombre des points leur servant de sommets et enfin A 
le goutbre des droites leur servant à'arêles. 

Concevons qu'on enlève un quelconque des polyèdres ext<'rieurs, 
sans toucher aucunement aux autres ; ceux-ci formeront un nou- 
veau rf'seaii. Désignons par P' le nombre des polyèdres de ce der- 
nier réseau, par F' le nombre des plans leur servant de fiices, par 
S' le nombre des poiuis leur servant de sommets et par A' le nom- 
bre des droites leur servant d'arêtes. 

Il est évident que , pour passer du premier réseau au second , 
on n'aura autre chose à faire que de supprimer dans celui-là un 
certain polycdre ouvert , et qu'en représentant par /le nombre de 
si'S faces, par s le nombre de ses soaimets iutérieurs et ptr a le 
nombre de ses arêtes intérieures , on aura , comme nous l'avons 
prouvé plus haut, 

mais on aura aussi , d'un autre côté , 

P^F—f, 

S'^S—s , 
A'=A—a ; 

d'où on conclura sur-le-champ , en ayant égard & la relation (i) , 

F'-]-S'~A'—P'—F+S—A—P i 

atmi, en supprimant un des polyèdres extérieurs, le nombre des 
faces y plus le nombre des sommets moins le nombre des arêtes , 
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moins encore le nombre des polyèdres , demeurera constant ; il «n 
sera donc encore de même si l'on enlève un second polyèdre ei- 
lérienr , puis un troisième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait 
enfin amené le réseau à se réduire à un polyèdre unique. 
Mais , comme alors , en vertu du tbi5orème d'EuWr , on aan 

et comme d'ailleurs on aura P=i , on pourra écrire 

donc cette relation ou son équivalente 

F-^S=A-{-P+ï , 

aura également lieu , quel que soit le nombre des polyèdres dont 
le réseau sera composé j c'est-à-dire que , dans un réseau de po- 
lyèdres contigus les uns aux autres , le nombre des faces , augmenté 
du nombre des sommets, surpasse constamment d'une unité le nom- 
bre des arêtes augmenté du nombre des polyèdres. C'est le second 
théorème de M. Cauchy , que M. Grimer n'avait pas démontré. 

£n rapprochant ce qui précède des laborieuses reclierches d'Euler » 
snrleméme sujet, on se trouve ramené , comme dans tant d'autres 
cas, à celte réflexion , savoir: qu'il est bien rare qu'une théorie 
sorte sous sa forme la plus simple des mains de son premier au- 
teur. Nous pensons qu'où sert peut-être plus encore la science en 
simplifiant , de la sorte , des théories déjà connues , qu'en l'enri- 
chissant de théories nouvelles , et c'est là un sujet auquel on ne 
saurait s'appliquer avec trop de soîn. 

On peut voir à la pag. r57 du XV,»* volume du présent re- 
cueil , les nombreuses et piquantes cons^uences qui résultent de 
ce théorème. 
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QUESTIONS RESOLUES- 

Solution du problème de statique énoncé à la 
pag. 283 du XFII.^* volume des Annales j 

Par un A B o N N E. (*) 



JrROBI.f^yTE. De quelle manière doit être posé an fil unr'for' 
mément pesant , d'une longueur donnée , parfaitement Jlexihïe et 
inextensible > sur deux tringîfs fixes , rectîlignes , horizontales et 
parallèles , d'un diamètre infiniment petit , n'exerçant sur ce fil 
aucun frottement , pour s'y tenir en équilibre ? Quelle est en outre 
ta moindre longueur de ce fil , <jui puisse permettre [équilibre, 

I. Considérations préliminaires. Avant d'attaquer celte question 
par le calcul, esaoïinons d'abord ce que les notions les plus élé- 
mentaires de la statiqile nous permettent de difcouvrir sur le nom- 
bre et la nature des sulutions dont elle peut être susceptible. Cette 
attention préKuiïnaire nous paraît ici d'autant plus convenable que, 
gt^néraleoient parlunl , le problème ne peut être résolu algi'brique- 
ment que par les séries. 

I^ première remarque qui s'offre & l'esprit, c'est que l'équilibre 
ne pourra subsister qu'autant que le fil, abandonné à lui-même, 
se trouvera contenu, en totalité, dans un plan vertical peipendi- 
eulaire i U direction commune des deux tringles , dont la résis- 



(*) M. Tiramermiiiw l'eit aiusi occupé de ce problème* 
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lance se rMuira ainsi à celle de deux points fîies on de deux 

anneaux infiniment petits, dans lesquels ce fil se trodverait engage. 

Ces points fiies diviseront la longueur totale du fil en trois par- 
lies , dont l'iniermediaire affectera la courbure d'une ctiaînelte uni- 
formcinenl pesaiiie , tandis que les deux extrêmes, pendant vertica-: 
lement , feront équilibre par leurs poids, aux tensions qui s'exer- 
ceront aux deux extrémités de l'autre partie. 

Supposons, en premier lieu, que les longueurs des deux parties 
exirémes soient, l'une et l'autre, infinies; alors leurs poids et , par 
suite , les tensions aux deux extrémités de la partie intermédiaire 
éinut également infinis, cette partie sera tenciue en ligne droite; 
elle aura la moindre lougueur qu'elle puisse avoir. 

Si les longueurs des deux parties extrêmes, sans être infinies, 
sont néanmoins très-grande par rapport h celle de la partie inter- 
médiaire, tout se passera encore à peu près de la même manière, 
]l arrivera seulement que cette partie intermédiaire affectera une 
faible courbure. 

Si alors ou (ente de diminuer un peu cette courbure au pro- 
fit des longueurs des parties extrêmes , comme alors le poids de 
ces parties ne sera pas augmenté en propotiton de raccroissemeot 
de tension aux deux extrémités de l'autre, cette tension deviendra 
prépondérante, et l'action qu'elle exeicera sur les parties extrêmes 
ramènera bientôt le système dans l'état d'équilibre: où il se trou- 
vait d'abord. 

Que si , au contraire, on tente d'augmenter un peu la courbura 
de la partie intermédiaire , aux dépens de celles des parties ex- 
trêmes , l'actiou de celles-ci ne se trouvant pas diminuée en pro- 
portion du décroissement de tension aux doux exirémités de l'au- 
tre, leur action sur celle-ci deviendra prépondérante et tendra- & 
son tour à ramener le système d;ins sa situation d'équilibre. 

Cet équilibre du système sera donc tel que, dans quelque sens 
^u'on tente de l'en écarter un peu, il tendra constamment à y re- 
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venir ; c'est-à-dire qae ce système se trouvera dans ané situation - 
àîétjuiîibre stable. 

Si l'on supposait , an contraire , les longueurs des parties extrê- 
mes nulles , ou du moias très-petites , par rapport i celle de U 
partie intermédiaire , on conçoit que l'équilibre ne pourrait avoir - 
lieu , et que l'action prépondt'ratite des tensions, aux extrémités de 
celle partie , tendrait à fuire glisser ces parties extrêmes sur les points 
fixes, et k faire entièrement tomber le Bl. 

Entre les deux états exirrmes que nous venons de considi^rer , 
on en conçoit un oii le poids des parties extrêmes n*auru esaclc- 
ment que l'action strictement nécessaire pour cori Ire-bal a iicer la tcu~ 
sion aux deux extrémités de la partie intermédiaire, et l'empéclier 
dVfilraîner ces parties extrêmes en les faisant glisser sur les appuis. 

Si donc, dans cet état de choses, on tente d'augmenter un peu 
la longueur de la partie intermédiaire , aux dépens de celles des 
parties extrêmes , l'action de celtes-ci cessant dès lurs de lutter e(H- 
cacement contre les tensions aux extrémités de l'autre, ces tensions 
deviendront prépondérantes , et le fd sera entraîné de desius les 
appuis, comme nou!^ le diâii^ns toul-à-I'lieure. 

Que si , au contraire , on («nie de diminuer un peu la longneur 
de la partie intermédiaire , au profit de celles des deux autres, ce 
sera l'action de celles-ci qni deviendra à son tour prépondérante, 
et qui fera retourner le système vers la situation d't^uilîbrc sta- 
ble que nous avions considéré eu premier lieu , et duus laquelle 
il finira par se fixer. 

Voilà donc un antre état d'équilibre dont le système doit tendre 
coDstammeat à l'écarter davantage , dans quelque sens qii'uu l'en 
écarte un peu; c'est donc une situation A'équilibre instable. 

Ou conçoit, au surplus, que moins le fil aura de longueur, 
pourvu toutefois qu'il en ait suffisamment pour que l'équilibre puisse 
£lfe établi , it plus aussi ces deux simulions d'équilibre stiible et 
instable devront être voisines l'une de l'atilre. Il devra donc y avoir 
telle longueur de ûl pour laquelle ces deux situations d'équilibre 
Tom. XIX 45 
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se confondront en une seule, et cette longtienr sera évidemment 
la moindre pour laquelle l'équilibre puisse jtre ôtabli. Cette situa- 
tion unique sera d'ailleurs telle que , si l'on tente de diminuer un 
peu la longueur de la partie intermédiaire du fil , au ptofit de 
celle des parties extrêmes, le système tendra à revenir dans la 
siluatiou qu'on l'avait contraint d'abandonner ; tandis que si , au 
contraire, on lente d'allonger cette partie, aux dépens des deux au- 
tres , elle tendra à s'allonger davantage encore, jusqu'à ce que le 
Cl échappe eniièremcnt aux appuis. Ce sera dooc là une situation. 
à'étjailibre mixte. 

Toutes ces diverses* considérations peuvent, au surplus , être lit- 
téralement appliquées à une pièce d'étoffe homogène, d'une lar- 
geur constante , que l'on voudrait soutenir sur deux b&tons rectilîgnes, 
fixés horixontalement dans des directions parallèles. On peut , en 
elï'et, considérer cette pièce d'élofTe comme une suite dé chaînet- 
tes uniformément pesantes , posées les unes à côtés des autres, dans 
des plans verticaux pa^allèies. 

II. Equation âe la chaînette. Rapportons nné chaînette, uniforme- 
mement pesante, à la tangente et à la normale en son point le plna 
bas , prises respectivement pour axes des ,x et des y. Soit pris pour 
unité de poids ce que pèserait une portion de celle chaînette égale 
en étendue à l'uniié de longueur ; si alors s exprime la lungueur 
de l'arc de courbe compris depuis l'origine jusqu'à un quelconque 
i^x^y') de ses points, cette lettre représentera aussi le poids de cet 
arc; et si 2 et f expriment respectivement les tensions qui ont lieu 
l, l'origine et au point (*,y), ces lettres exprimeront aussi le* 
longueurs des portions de la même chaînette dont les poids pour- 
raient faire équilibre à ces mêmes tensions. 

Or, on sait, par les premiers principes de la statique , que la 
tension ii chacune des extrémités d'une chaînette , est à son poids 
comme le sîuus de l'angle que fait avec la verticale la tangente & 
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ion anire extrémité, est au aious de t'aagle des tangeatet aui deux 
eztrémitës. On a dooc celte double é^uaiioD 



c- w 







d'où oo conclut ces detiz-ci. 




'-S='' (') 


il 


Ea différenlUnt la première, il Tient 


^S = ^=//. 


+(£)*' 



OH luen 

d'oâ , *n int^graat , 



s=:âs i 



'-o,.\%.y.^ç^yl 



B(MU D'ajoutons point de coQStaaie, parce que ^ «t -^ doiventétre 

nuls en m&aie temps. 
Celte intégrale reTieot & 



+1^^^'=-' 
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équation qui , reodue rationnelle et résolue par rapport h — , donne 



donc 

ce qui donne, en intégrant, 



.[.'+.-'). '(5) 



Ici encore nous n'ajoutons point de constante , parce que jr et j 
doivent être nuls en même temps. 

En substituant dans l'équation (2) la Talear de —, donnée par 
l'équaiioa (4) » elle devient 

« te 

3P=z(tf ' +e ' ^ . (6J 

En intégrant ensuite l'équation (3) , il vient 



oii k est la constante arbitraire. Remarquant alors que :r el^ doi- 
vent être nuls en nléme temps, on trouve k=^ , et, par suite. 
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i(y^x)=z(e • +* ' ) . (7) 

Au moyen des ëqa&iions (5) , (6), (7), un point (*,^) ^tanl 
donué sur le plan des axes» on déterminera quelle longueur s doit 
avoir la chaînette tendue de l'origine à ce point , pour que sa 
tangente , an premier de ces deux points , se confonde avec l'axe des 
jff suppose horizontal , et on déterminera , en outre , ses tensions 
z et p en ces deux points, c'est-à-dire les longueurs qu'il faudrait 
prendre sur un fil uniformément pesant de la même nature, pour 
que Jeurs poids £ssent équilibre à ces mêmes tensions. 

Mais , par une combinaison convenable de ces trois équations , on 
peut les remplacer par d'autres [dus simples ; et d'abord la com- 
paraison des équations (6) et (7) donne sur-^e-champ 

P=z+y . (8) 

En prenant» tour à tour, la demi-somme et la demi-difTérencc 
des équations (5) et {6) , il vient 



r+fssx.*' , (9) 



équations dont la seconde équivaut à la première, pourvu qu'on 
■dmeiie que s change de signe avec a^. En les multipliant mem- 
bre à membre» il viendra 

»•'— *'— z* . (10) 

Ob pourra donc remplacer les équations (5), (6), (7) parles équa- 
ions (y). (9), (10), dont une seule est transcendante. 
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Si l'on T*!Hl transporter l'origine au point quelconque f — t,—u)t 
■uquel cas / et u seront les coordonnées du point le plus bas de 
la courbe , il ne s'agiru que de changer EespectiTemeot :r et ^ ea 
i-^s et u-J-V) ce qui donnera 

*-='+«+/ , (il) 

f-^s^iae ' » (la) 

*■'— j'==r' , (i3) 

m. Solution du problème. Soit présentement ^e ta longaear to- 
tale du lîl en équilibre sur les deux points Bxes (a, h) ^ (^i/,è') 
que 1 pour fixer les îd^es , nous supposons situés l'un et l'autre du 
'côté positif du point le plus bas (/,»). Alors f , *^ étant les lon- 
gueurs des deux parties extrêmes, pendant verticalenieal, et s, s' les 
longueurs de la chaînette comptées depuis le point { t , u) situé 
sur son prolongement , jusqu'aux points (a, 6), (a', j') ^ la lon- 
gueur de la partie intermédiaire sera s — ^j de sorte qu'on aura 

On aura^ea outre » en vertu des équations (11)1(13), (<^)> 
f=ji+u+6 , (i5) p'=^-t-B+*' , (i8) 

Hra t+a' 

r-^:=£^ ' , (16) f/'+s'^z.e ' , (19) 

p'^s'az* i (17) c'* — i"=x* ; (ao) 

équations au moyeu desquelles on déterminera les sept inconnues / , 
u , ffP'fStS'tZt lorsque les grandeurs 0,0', i ^ b' fC seront don- 
Dées. 

Comme les inconnues / et u sont étrangères au problème qui 
nous occupe y il convient de les élimiaer d'aljwr^d. Il suffît pour cela 
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de retrancher ré({aation (18) de l'équation (t5) , et de diviser ea- 
fttile l'é^ualloa (16) par l'^quattoo (19) ; it vient ainsi 

f*— 3'=f' — h' , (21) 






(") 



de .jorte qu'on lur», pour de'terminer ^,»^,f»^,« les cinq équa- 
tions (i4) , (17) , (20), (21), (S2). 

LVquatioD (si) montre que, dans le cas d'éi^uilidre, les parties 
■exiréiaes du fil , pendant Terticalement , doireat se terminer sur la 
même droite horizontale C^). 

En égalaut les valeurs de x* , donnas par les équaiioos (17) et 
(30), oa eo conclut 

!>'— j"a=c"— ^'' , (aS) 

4^uation qui exprime ce tht!orème : si l'on construit un triangle dont 
la baie soit égale à la longueur de la partie in 1er média ire , cour- 
bée en chaineite> du fil en équilibre, et dont les deux autres cô- 
tés soient égaux en longueur aux parties extrêmes de ce fil , pen- 
dant verticalement; la perpendiculaire abaissée du sommet du trian- 
gle , sur la direction de cette base , là divisera en deux segmens res- 
pectivement égaux aux longueurs des deux segmens de ta paitie in- 
termédiaire , comptés depuis son point le plus' bas. 

Pour simplifier le problème, supposons que les deux points fixes 
soient situés sur Ia même horizontale , A la distance s^/ l'uu de l'autre ; 
on aura ainsi h'=^b et a — e'^id^ on en conclura ^ par l'équation (21), 



(«) On Gonclnra faeilemsat de U que, ^ael que puisse être le nombre dea 
point! d'appui, et , par suite , le nombre des partiel intcniiôdîaîres ploj-ées 
•n cbatnette*, toujours les parties extrêmes, pendant Terlicalemeot , devront 
dao* le CM d'éqiiilikr* ^ se terminer •ni' la m&rae horixoutBle. 
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f' = c, et par IVqiiation (32) , j=a:— j'; les équaUoDS (i4)t ('?) i 

(20) et (ii) se réduiront alors à 

p+s—e » (34) 

mettant dans cette dernière , pour pA-s et c — s , leurs valeurs don- 
nces par les deux précédeutes, elle deviendra 

^■=z*.* * ; 
d'où , par l'extraclioa de la racine quarr^e^ 
d 
ct=zx ' , (37) 

Par le développement en fraction continue , ou par tout autre moyen 
analogue, on tirera de cette dernière, dans chaque cas parliculier , 
la valeur de 2, et -on en conclura ensuite celles de »■ et s, au 
moyen des équations (24) et (aS). 

Si l'on veut savoir , pour ce cas particulier , quel est le fîl le 
plus court qui puisse résoudre le problème, il faudra égaler à z^ro 
la difTéreatielle de la valeur de c , prise par rapport à 2 , ce qui 
douoera 

d 

l'^galit^ à z^ro du second facteur répondant an fit le plus Io!>g ; 
nous aurons simplement x=(/, d'où f=«.</; les équations (24) et 

(a5) doDQeroQt ensuite ^-zs d , et j=- d . 

Lyon, le 18 avril i8a8. 
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GÉOMÉTRIE DES COURBES. 

Mémoire sur Vhyperhole équiîatère (*) ; 

Par M. BoBiLLiER , professeur à l'Ecole des arts et métiers 
de Châlons- sur- Marne. 



(w\nalvvww\lwwv\^/\wv\ 



On sait que deux diamètres conjuguas quelconques d'une hyper- 
lîole équîlalère font avec son axe transverse deux angles aigus com- 
plément l'un de l'autre , et que conséquemment les deux asymp- 
totes divisent en deux parties «égales les quatre angles formés par 
ces deux diainèlres; d'où il suit encore que l'angle de deux quel- 
conques des diamètres d'une telle hyperbole est le même que ce- 
lui de leurs conjuguas. 

Donc aussi, l'angle de devx droites , tracées arèùrairement sur le 
plan d'une hyperbole iquilatère , est le même çue celui des dcus 
diamètres de la courbe <]ui en contiennent les pôles respectifs. Ainsi 
tout ce qui a été démontré pour le cas d'une directrice circulaire 
peut se dire également du cas où cette directrice est une hyper- 
bole 'équiîatère (**) ; on pourra dire, en particulier, ^ue la po- 
iaire d'un cercle , par rapport à une hyperbole équiîatère , est une 
conique qui a pour foyer le centre de cette courbe et pour direc- 
trice la polaire du centre du cercle; si donc ce cercle est coocen- 



(*) Voy., sur le même tu)et,la png. aoSdu XI,** rot urne du présent recueil. 
(^) Voy. AnnaUs , lom. XVIII , pag. i85. 

J. D. G. 
Tom. XIX, n." 12 , i."' juin iSag. 46 
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trique avec l'hyperbole > sa polaire réciproque sera on antre cercle 
qui lui sera concentriqne ; et si, eo ootre, il t pmir diamètres les 
axes de l'hyperbole, il sera lui-même sa polaire rÀiiproque. Il est 
visible, en outre, que, rtôproqaemeat , la polaire réciproque de 
l'hyperbole , par rapport à ce cercle , sera une hyperbole qui aura 
le mâiDe centre» les mêmes sommets et les mêmes asymptotes . et 
qui , par suite, se confondra avec elle. 

On peut prouver, plus géaëralement , que ^/, sur les mêmes dia- 
mètres conjugués. , on décrit une ellipse et une hyperbole , chacune de 
ces deux courbes sera à elle-même sa polaire réciproque , par rapport 
à I autre courbe prise pour directrice. Eo e0et , les équations d« 
ces deux courbes seront comprises dans la formol* 

Ax>'±ByP=C , 

l'équation de la tangente à l'une d'elles ^ en uo point ( -v' » y^ ) , ma 

Ax*x±Bfy=C , 

et l'équation de la polaire, relatÎTe i l'autre, d'an pwnt qoelcoD- 
qu* ( x" , y" ) sent 

Ax"x^Bf'y==C ; 

or , si l'on veut que cette polaire coïncide avec la tangente , il 

faudra prendre x"isia^ , y"=-~x' , d'où «"'=:«" ^y'^^y'*. Ainsi 
l'équation de la polaire réciproque sera 

Ax"'±_By"^=zC ; 

c'est<i-dire, la même que celle de la courbe proposée. 

Il résulte évidemoient de là que , si deux paraboles de mimé 
paramètre , et tournées en sens inverse , se touchent de telle sorte 
que leurs axes soient parallèles , chacune d'elle sera à elle-même 
sa polaire réciproque , par rapport à l> autre , considérée comme di- 
rectrice. 
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En rapportant les propri^t^s angulairei d'uoe hyperbole ^uila- 
tère A cette courbe elle-même , considérée comme sa propre polaire 
r^iprogue , on parvient à un grand nombre de théorèmes , parmi 
lesquels nous nous bornerons & signaler tes suÏTans : 

La droite qui divise fangte des rayons vecteurs d'un même point 
dune hyperbole iquilatèrs en deux parties égaies ^ lui est tan~ 
gente en ce point. 

Le diamètre qui 9a au point de contact d'une tangente à une 
hyperbole équilatère divise , en deux parties égales , deux des qua~ 
ire angles formés par les deux diamètres qui vont aux points 
d'intersection de cette mém§ tangente avec les polaires des deux 
foyers. 

Les deux côtés d'un angle circonscrit à une hyperbole équila-' 
tère, font respectivement des angles égaux avec les droites qui 
/oignent le sommet de cet angle aux deux foyers. 

Les diamètres qui vont aux deux extrémités d'une corde d'une 
hyperbole équilatère, font respectivement des angles égaux avec ceux 
qui vont aux intersections de cette mime corde avec les polaires 
des deux foyers, 

La demi-différence des angles , sous lesquels une même corde d'une 
hyperbole équilatère est vue de ses deux foyers , est supplément de 
tangle circonscrit suivant cette même corde. 

Le supplément de Tangle, sous lequel une corde d'une hyperbole 
équilatère est vue de son centre, est égal à la demi-différence des 
angles sous lesquels on voit du même point les' portions des po- 
laires des deux foyers interceptées par tangle circonscrit suivant 
cette corde. 

La portion d'une tangente quelconque à une hyperbole équila- 
tère , interceptée entre les tangentes à ses deux sommets , est vue sous 
un angle droit de ^un et de t autre foyers, 

Jm portion de tune ou de t autre polaire des foyers d'une hy- 
perbole équilatère interceptée entre deux cordes supplémentaires , 
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relalhes à Taxe transverse de la courbe ^ est vue de son centre 
sous un angle droit. 

Si un angle droit se meut sur le plan d'une hyperhole équila- 
tère , de manière que tun de ses côtés soit constamment tangent à 
la courbe et que l autre passe constamment par un de ses foyers , 
son sommet décrira un cercle qui aura pour diamètre taxe trans- 
ferse de la courbe. 

La droite qui joint un des foyers d'une hyperbole équilatère au 
pâle d'une corde qui passe par ce foyer , est perpendiculaire sur 
cette même corde. 

L'angle sous lequel on voit , du centre d'une hyperhole équilatère , 
îa portion de la polaire de tun de ses foyers , comprise entre tun 
quelconque des points de la direction de cette polaire , et la polaire 
de ce point est un angle droit. 

Si, de tua des foyers d'une hyperbole équilatère , on mène des 
droites , i .* au sommet d un angle circonscrit et au point d'inter~ 
section de sa corde de contact avec la polaire de ce foyer ; 2." aux 
deux extrémités de la corde de contact ; les deux premières droi- 
tes seront rectangulaires et diviseront en deux parties égales les 
quatre angles formés par les deux dernières. 

Si, -du centre d'une hyperbole équilatère, on mine des diamètres 
eux quatre points d'intersection de la polaire de tun de ses foyers , 
1.° avec les deux côtés de tangle circonscrit ; 2.* avec sa corde 
de contact et avec la droite qui va du foyer à son sommet ; les 
deux derniers diamètres seront rectangulaires et diviseront en deux 
parties égales les quatre angles formés par les deux premiers. 

Pour parvenir à un autre principe qui conduit & un grand nom- 
bre de propriétés nouvelles de l'hyperbole e'quîlatère » nous ferons 
remarquer que, lorsqu'un angle droit tourne autour de son som- 
met, fixé en nn point du périmètre d'une conique , les cordes de 
tous les arcs interceptés par cet angle concourent en un point fixe 
situé sur la normiile de son sommet. Or, si la conique est une I17- 
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flerbole t*qiiîlalère , on po'irra disposer l'angle droit de manière que 
ses côitîs soient parnllèles aux asymptotes. La corde de l'arc inier- 
cepié sera alors située h l'infini ; le point înrariable de la normale 
du sommet passera donc anssî à l'infini; ce qui revient à dire que 
les cordes des arcs inierceplés par l'angle mobile seront conslaninient 
parallèles aux normales du sommet . on, si l'on aime mieux , perpen- 
diculaires aux tanjjeniesen ce mi^me sommet. Il est visible d'ailleurs, 
d'après ce qui a «^lé démontré au commericemant de cet article , 
que le diamètre non transverse qui coiitienl les pôles de ces cordes 
est perpendiculaire à celui qtii contient le sommet, on a donc ce 
lliéorèuie: 

Toutes les cordes à' une hyperbole équilalère , perpendiculaires à une 
même tangente , sont vues du point de contact sous un angle droit; 
en outre , le diamètre non transverse tjui contient le pôle de Fune 
de ces cordes est perpendiculaire au diamètre transverse ^ui va au 
point de contact de la tangente. 

A ce théorème correspond celui-ci : Les angles circonscrits à une 
hyperbole èquilatère , dont les cordes de contact sont pcrpendiculai- 
res à une même tangente , interceptent , sur cette tangente , des par- 
ties ^ui sont rues' du centre de la courte sous des angles droits. 

Si, présentement , on rapporte l'hyperbole éqtiîlatère à un cercle 
directettr, de rayon arbitraire, ayant son centre sur le pérïmètie 
de la courbe, sa polaire réciproque sera une parabole qui , d'après 
ce qui a clé démontré ci-dessus, sera telle que tous les anj^les droits 
qui lui seront circonscrits auront leur sommet sur la tangente me- 
née à riiyperlwle pir le centre du cercle directeur , et que leurs 
cordes de contact passeront par le pôle du diamètre non tnmsverse, 
perpendiculaire à celui qui ira au centre de ce cercle. 11 s'ensuit 
que la polaire réciproque d'une hyperbole éguilatère , par rapport 
à tout cercle directeur dont le centre est situé sur celle courte, est 
une parabole qui a pour directrice la tangente menée à l'hyperbole 
par le centre du cercle directeur , et pour foyer le pâle du dia- 
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mètre non transverse de cette hyperbole perpendiculaire à celui ^uî 
ra au centre de ce cercle. 

Il est facile aussi de reconnaître que l'axe de cette parabole sera 
]a polaire du point k y de concours de la taugente au centre da 
cercle et du diamètre non transverse dont il vient d'être question ; 
que son sommet sera le pôle de la seconde tangente qne l'on pourra 
uiener Jt l'hyperbole par le point k, et qu'enfin le point de con- 
tact de cette dernière sera sur la normale à l'hyperbole ; de sorte 
que le lieu des points k sera la polaire réciproque de la dévelop- 
pée de cette courbe , l'hyperbole étant prise pour courbe directrice ; 
d'oii il mit que ce lieu est du quatrième degré. 

Voici présentement quelques applications. 

Deux arcs interceptés sur un cercle par denx parallèles, sont vus 
sous des angles supplémentaires ou égaux des dîfTérens points de 
U circonférence, suivant que ces points sont entre cec parallèles on 
hors d'elles. Si donc on prend un cercle directeur dont te centre 
soit sur la circonférence du premier ^ on pourra conclure de là que, 
dans tout quadrilatère circonscrit à une parabole , de telle sorte 
que Fune de ses diagonales contienne le Joyer ; les angles dont les ■ 
sommets sont aux extrémités de Fautre diagonale sont égaux ou 
supplémentaires. 

Donc , deux cordes égales et parallèles d'une hyperbole équilatère 
sont vues d'un point de cette courbe sous des angles égaux ou siip- 
plémentaites , suivant que l'œil est compris ou non compris entre 
les deux droites. 

Ce théorème , indiqué dans la Correspondance de Bruxelles , est àH à 
M. Vaure. On pourrait le géne'raliser, en considérant dans le cercle deux 
cordes non parallèles ; mais cela exigerait trop de développemens. 

Le supplément d'un angle circonscrit & la parabole est moitié de 
l'angle sous lequel sa corde de contact est vue du foyer. 

Donc , tangle sous lequel on voit une corde de l'hyperbole équi- 
latère , de tun des points de son périmètre , est double de celui 
sous lequel est. fue, du même point , la portion du diamètre non 
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trëntvtrse t perpendiculaire à celui qui passe par t ait ^ interceptée 
anlre les tangentes aux extrémités de cette corde. 

La porlioD d'uoe tangente mobile. & la parabole, comprise entre 
deux langenies fixes , est vue du foyer sous on angle coosiant. 

Donc , les angles inscriis à une hyperhole iquilatère qui s'ap- 
puyent sur une corde fixe ^ interceptent, sur un diamètre non traas- 
versefixe, des portions qui sont rues sous des angles égaux de tune 
des extrémités du diamètre perpendiculaire à celui-là. 

Si un angle invariable se meul de mantùre ijue l'un de ses côt^s 
passe constamment par le foyer d'une paribole et que l'autre lui 
suit constamment tangent , son sommet décrira une tangente à la 
courbe. Cette tangente sera celle du sommet si l'angle invariable 
est droit. 

Donc , si un angle de grandeur invariable tourne sur son sommet ^ 
fixé en un point du périmètre d'une hyperhole équilatère , la corde 
mobile qui joindra le point où l'un de ses côtés rencontra cettt 
courbe avec celui où Vautre coupe le diamètre non transverse per- 
pendiculaire à celui qui va au sommet de l angle , passera cons~ 
tamment par un même point fixe situé sur la courbe. Ce point 
fixe sera celui où la normale du sommet de tangle coupe la courbe 
si l'angle invariable est droit. 

Ce théorème offre un moyen facile de construrre tant de points 
■qu'on voudra d'une hyperbole équïlutère > lorsqu'on conuaitra son 
centre et deui de ses puîats. Soient O le centre el A , B les deux 
points donnés ; en prolongeant AO d'une quantité OCi^OA , te 
point C sera un nouveau point de la courbe. Soit menée la corde 
BC et soit D le poiot oii elle est coupée par la perpendkn luire me- 
née à AC'par le point O j en menant AD, nous pourrons considé- 
rer l'angle CAD com'me un angle mobile et invariable , ayant son 
sommet A en un point de la courbe cherché , et alors BC sera -la 
corde mobile qui joindra le poîut G d'intersection de ta- courbe avec 
l'un AC dés câiés de l'aBgle, au point D d'intersection de son au- 
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tre côl(? AD avec le dicuiiètre iransverse OD, perpendiculaire au dîa- 
iiiêlre AC de son sommet. Eu fiiisant dune varier La posiiîon de 
l'angle autour de son sommet, le point D, ainsi que les deux droi- 
tes AC et BD , Tarieront saus cesse , et ces deux droites donne- 
ront , par leur intcrsecliou C , tant de points de la courbe qu'on 
voudra. 

On dJmonlrera facilement que, pour déterminer les asymptotes, 
il faudra décrire sur AB (iii segment capable de l'angle invariable 
CADj mener des droites du point H aux points où ce segment est 
coupé par OD , et ealiu conduire par le centre O di-s parallèles à 
ces deux droites. 

Parmi divers lliéorèmes que l'on peut démontrer à baide des con- 
sidérations qui précèdent, te suivant mérite d'être pnriiculièremenl 
remarqué. On sait que toute circonférence circonscrite h un trian- 
gle dont les trois côtés sont tatigens à une parabole, contient te 
foyer de celte courbe {*). II en résulte que toute conique qui a 
pour foyer un point d'une byperbole équilatère qui touche les trois 
côli's d'un triangle inscrit , touche aussi le diamètre non trans- 
verse perpendiculaire h celui de ce foyer. De là ou peut conclure 
que les pieds des quatre perpendiculaires abaissées de l'un des points 
d'une hyperbole équilatère , sur les trois côtés d'un triangle inscviï 
et sur le diamètre non transverse perpendiculaire â celui de ce poUil, 
se trouveul sur une m(?me circonférence ; or , le pied de cette der- 
nière perpendiculaire n'est autre chose que le centre de la courbe. 
Donc , si , de îun quelconque des points dune hyperbole è(juila~ 
Ûre , on abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés d'un triaa~ 
glc inscrit , la circonférence qui passera par les pieds de ces per~ 
pendiculaires contiendra aussi le centre de l'hyperbole. 



(•) Toy- la pag. 45 du pr&seat voloi 
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Si l'on remarqne présentement que , par quatre points donnés , 
on peut, en général, faire passer une b^'perbole équilaière, on ob- 
tiendra ce nouTeaH théorème: 

Quatre points étant donnés sur un plan ^ si , de chacun d'eux , on 
abaisse des perpendiculaires sur les directions des trois côtés du 
triangle çui a ses sommets aux trois autres points , les circonfé" 
rences^'^ui passeront par les pieds des perpendiculaires relativet à 
ces triangles , se couperont toutes quatre en un même point , cen- 
tre de l'hyperbole équilatère contenant les quatre points donnés. 

11 est visible que, 91 les quatre points donné» appartiennent à 
Doe même circonférence , les quatre circonférences dont il s'agit 
se réduiront à quatre droites concourant en un même point (*). 
Voilà donc un procédé fort simple pour construire le centre d'une 
hyperbole équilatère , assujélie à passer par quatre poiats donnés. 
Une fois ce centre obtenu, on obtiendra tant d'autres points de U 
courbe qu'on voudra , par te procédé indiqué pins banL 

L'b^rperbole équilatère étant à elle-même sa directrice, ta polaire 
réciproque' de t'a vaut- dernier théorème sera le suivant : 

Si l'on circonfcrit arbttrairemtnl un triangle à une hjrperbole équi' 
latère et qu'on lui mène une tangente également arbitraire , en cons- 
truisant ensuite, sur les droites qui joignent le centre de la courbe 
aux trois sommets du triangle , comme côtés de l'angle droit, troi» 
triangles rectangles daos lesquels l'autre côté de l'angle droit sott 
dirigé de ce centre vers la tangente , et s'y termine, te cercle cir> 
conscrit au triangle formé par tes hjpoihéouses de ces trois trian- 
gles passera par le centre de l'hyperbole. 

Concevons présentement que le triangle inscrit à l'hyperbole équi< 
laière , dont il a été question ci-dessus , ait deux de ses côtés pa- 
rallèles aux asymptotes de la courbe , son troisième côté passera h 
l'infini, et nous aurons cet autre ihéûrème: 



(*} Vb/. la pa^ 45 àvL prêtent vohuae, 

/. D. G. 
Tarn. XIX 47 
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Si un rectangle a ses côtés respectivement parallèles aux asymp' 
totes d'une hyperbole équilatère , et deux sommets opposés sur cette 
courbe f la dingonule <jui joindra les deux sommets restons passera 
par le centre de Vhyperhole, 

Ce ibèorètner de nature projectÎTe» peat k\it ensuite g^nëralia^ 
comme il suit : 

5/ an parallélogramme a ses c^tis respectivement parallèles aux 
deux asymptotts d'une hyperbole quelconque , et deux sommets ap- 
posés sur la courbe^ la diagonale, joignant les deux côtés restons , 
contiendra le cemtre de thyperbole* 

De U rc'sulte un procédé fort simple pour déterminer le cenlre- 
d'une hyperbole lorsqu'on en donne trois points et qu'on donne 
en outre des parallèles à ses deux asymptotes. 

Soit P le point oii se croisent les cordes d'une conique C yoes 
de l'un O de ses points sous un angle droit , et soit D la droite 
polaire de ce point ; en plaçant le centre du cercle directeur au point 
O , et représentant par C la polaire réciproque de C , par P' celle, 
du point P , et par U' le pôle de D , il est visible que ÇJ sera 
une parabole qui aura P' pour directrice et D' pour foyer; par un 
raisonnement analogue à l'un des précédens » on pourra donc 
prouver que les pieds des perpendiculaires abaissées du point O, sur 
les trois côtés d'un triangle inscrit à C et sur la droite D, sont si- 
tués sur U même circonférence ; or, le dernier de ces points est. 
invariable ; 

Donc, i." si , Sun point fixe , pris sur une conique , on abaisse 
des perpendiculaires sur les directions des côtés de tant de triangles 
inscrits qu'on voudra , les circonférences déterminées par les pieds 
des perpendiculaires relatives à ces différcns triangles se couperont 
toutes au même point ; 2.* la perpendiculaire élevée de ce point à 
la droite qui le joint au point de départ des perpendiculaires , sera 
h polaire du point où se croisent toutes les cordes de la conique 
vues du premier de tes points sous un angle droit. 
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An lieu d'abaisser des perpendiculaires, on pourrait abaisser des 
obliques faisant» dans le même sens » des angles égaux quelconques. 
Il est visible aussi que, si un angle mobile invariable tourne au- 
tour de son sommet fixé en O , et si l'on joint par des droites les 
points oft ses côt^s rencontrent respectivement la conique C et la 
droite D ; la droite mobile, obtenue par cette construction, passera 
constamment par un point lîxe situé sur la conique C. 

Si l'angle mobile est droit, le point fixe sera en outre sur la 
normale du point O. 

De tout cela résultent deux nouveaux procédés pour décrire une 
conique assujétie à passer par cinq points donnés ; mais ils sont plus 
compliqués que les procédés connus. 

' En ioiaginant que le triangle inscrit se change en une tangente 
et une corde menée par le point de contact, on parvient aussi ai- 
' sèment à déduire de ceci un procédé pour mener une tangente & 
une conique. 

CbâIoQS , le 1 1 noTembre 1828. 



Solution d'un problème de dynamique ; 
Par M. Le Çarbzbr. 

JrROBLÈME, Une roue drcaîeire porte ; â sa dreonfirenee , 
un canal annulaire y dont toutes les sections » suivant des plans con- 
duits par Taxe de la roue , sont des cercles égaux , ayant leurs cen- 
tres sur une circonjerence située dans le plan de cette roue et coa-- 
tentriçue avec elle. 
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La rave est mobile dans l'espace , mats de telle sorte que so» 
centre coïncide constamment avec le sommet d'un eône droit fixe ^ 
dont taxe est vertical ; quelle doit tourner uniformément autour 
de ce cône t ^*'ee une vitesse donnée ^ de manière à le toucher suc- 
cessivement , suivant toutes ses génératrices , et â n'avoir avec lut 
qu'un frottement du second genre, * 

Dans rintérieur du canal , supporté par la roue ^ on a introduit 
une sphère pesante , de même diamètre que ce canal , ayant son- 
centre de gravité à son centre de figure , et à laquelle on a im~ 
primé une vitesse quelconque ; et ton demande de déterminer les 
lois du mouvement du centre de cette sphère , en faisant d'ailleurs 
abstraction de la résistance de taire et du frottement , et en sup- 
posant d'ailleurs la sphère assez petite pour qu'il soit permis de 
regarder toute sa masse comme étant réunie à son centre ? 

Solution, Rien n'éiant plus facile que de combiner le moaTement 
de translaiion , donné et uniforme, du canal dans l'espace avec le 
mouvement circulaire .varié du centre de la sphùre , dans l'inl^rieur 
de ce canal supposé fixe , occupons-nous d'abord uniquemment de- 
là recherche des luis de ce dernier mouvement. C'est di^jà de 1« 
sorle que nous en avons usé récemmeiit ( pag. aSS ) , en traitant 
un problème analogue & celui-ci. 

Les données du problème sont ici : 

1'.** L'angle gi^néraleur du cône fîze qu'enveloppe constammeni 
la roue dans sa révolution, angle que nous repréie nierons para; 

3.* La durée de cette révolution» que nous désignerons par T\ 

3.* Enfin , la distance constante du centre de la sphère mobile 
au sommet du cône, centre du mouvement du système; nous la 
représenterons par r. 

En conséquence , le développement du cône içra on angle plan^ 
exprimé par a«»Sin.o[; c'est cet angle que décrira la ligne de con- 
tact , sur le plan de la roue, pendant la durée d'une révolution 
entière , puÎMju'on suppose que le frottement est du second genre 
seulement; e(, puisqu'on suppose que le mouveiaent de révolution 
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tst- oniforoie , le mouvement angulaire de la ligne de eoniacl su» 

leplan de la roue, dans le leraps /, sera — ' ■'■ 

La sente force accélératrice du système est la gravita que nous d^-* 
Mgnerons.à l'ordinaire, par f . Si , ik l'ëpcfque /, on la décompose en 
trois autres forces , la première dirige suivant le rayon vecteur du cen- 
tre de la sphère mobile > ta seconde perpendiculaire au plan delà 
roue et la iroisièaie suivant la tangente menée par le centre de celle 
•plière , au cercle qu'elle tend & décrire ; les deux premières cont- 
posantes seront détruites par la résistance du canal, tandis que la 
troisième aura son plein effet. La force accélératrice vraiment effi- 
cace , & l'époque /, sera doue seulement le produit de la gravita 
■g par le costons tabulaire de l'angle que fera alors ta verticale me- 
née par le centre de la sphère mobile avec la tangente menée par 
le ra^me point au cercle qu'elle tend k décrire. Cherchons doue 
t'eipression de ce cosinus. 

Soit S le sommet do cône , centre de la rnve , et soient , snr cette 
roue y SA le rayon qnï était en contact avec le cône & l'origine des 
temps, SB celui qui est en contact avec se oi^me côae k l'époque i. 




«t enfin SC le rayon vecteur du centre de Iq sphère h la m^me 
époque. Les rayons SB et SC varieront de simaiion , sUr le plan 
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de la roue , avec le temps / ; mais le rayon SA > tu contraire i 
emporté à la vérité dans l'espace , avec cette roue , sera fixe sar 
elle, et , en conséquence, ce sera ik sa direction que nons rappor- 
terons, à chaque instant, celle du rayon yecieur du point mobile. 
Supposons, pour fixer les idées, que le mouvement de la roue 
autour du cône et celui de la sphère dans te canal s'exécutent de 
manière k faire croître les deux angles ASR et ASC- avec te temps 
ii posons i*ng-.ASC=6f, puisque ASB est l'angle décrit par la ligne 
' de contact sur le pluu de la roue durant le temps / , nous aurous, 

.comme nous Tarons remarqué ci-dessus , ^n^.ASO^ '—^ d'oè 

-^n^.BSC=0— • — = ; et si nous menoos , dan» le plan de la 

roue, le rayon SD, perpendiculaire à SC, nous aurons 



€os.BSD=Sin.hSC 



=^K»-^^)- 



Considérons présentement l'angle trîèdre dont les trois arêtes sont 
SB,Sp et l'axe du cône; cet angle trièdre -est rectangle suivant 
l'aréie SB ; or ,. l'axe du cône étant verlical , et le rayon SD étant 
parallèle à la tangente menée par le centre de la sphère , au cer- 
cle quelle tend i décrire , il s'ensuit que l'angle plan bypothénu- 
sal,de cet angle trièdre, est précisément égal & celui dont nous 
cherchons le cosinus ; or , les deux autres angles plans de cet an- 
gle trièdre sont , d'une part , l'angle BSD , et de l'autre , l'angle a , 
générateur du cône; et, comme d'ailleurs, dans tout angle trièdre 
rectangle , le cosinus de l'angle plan hypotliénusal est égal au pro- 
duit des cosinus des deux autres, il s'ensuit que le cosinus cher- 
ché doit avoir pour expression 

cc.«si„.(:^), 

et que , cons^quemment , la force Kcélératiîce efitcaoe , it l'époque *.t 
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gCosMSin.{e :^ — ) i 

on aora donc pour l'i^uBtiou dîfiVrenttelle du mouremeut du cen- 
tre de la sphère, dans te caoal supposé immobile, 

r -^ ï=^Cos.aSin. ^9 — J ; 

^uation qui, en posant , pour abroger 

g=»mr , (i)r 

dcTÎeadfa 

En multîpliaat les deux membres de cette ^uation par 

'{^ — T-) "•' '^(? — T-;. 

elle deviendra 

OU bien 

d'où» en intégrant 

^ étant la constante atbitraire> 
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Pour la ^ire disparatlre, admeUooi <]u'à l'origine des temps l'an- 
gle 6 soil ^gal à p , el qu'alors te centre de la sphère mobile ail 
reçu, dans le sens du niouvement, une impulsion capable de loi 
faire faire une révolulion entière dans le canal, durant le temps t* 
on devra alors avoir , en même temps , ' 



ce qui donne, en substituanl^ 
, / I Sin.a \« 

d'où , en retraochaot d» l'^uation précédente 

V 57 T } 

^^«''(j— -^T4-amCos.o|co3.^--Cos.^9— ^^^^)î. (3) 



Fxiso&s , potir abréger , 



(^ 



il viendra , m substituant dans (3) 

Kit }^^^^ It -^ J -t-2fl»Cos.aCos|î— 2mCos.aCos.« j 

d'oà 
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■^=1^ ^^\-;^~-^ ) +amCos.aCos.)3— 2mC0s.aC0s.tD . (5) 
Posons encore 

*= //4«r' ( — ^-* J-f2mCos.«Cos,0— amCos^Cosw; (6) 

d'oà , en diHereo liant , 

, fnCoa.a.do.^in.* 

Ax^ ■ 

#/ ^ts* i — J +amCo5.aCosj3— amCos-aCos.w 

multipliant cette ^qaation par l'e'quatioD (5) , on en conclura 

Ax 

T~ ^mCos-aSin w i (7) 

mais de l'équation (6) on lire , en quarrant et transposant , 

, / I Sm., V 

4w" t \-~=~ -i-3'nCos.aCosJ3— jr' 

Cos.to= IZ !_/ 

d'oii 



Sin 



^/4'n*Cos.*a— ) 4-^\~ ^Y+2mCos.aCos.p— x' j' 

amCos.* 
larquanl alors que la quantité sous le radîcai se dÂ:ompose ei 
1 facteurs, et posant, pour abroger, 

=am(i+Cos.|3)Cos.o+4«r» ^-_ fîllV , ) 



■•\r T / ' ] 

ff=2l7l(l—C05.|3)C0S.(Z— <<»■(■ !.__') , j 

aura 

l\>m. XJX. ^ 
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Sin.O>= V^CG-^-)Cq±^> ; (g) 

aniCoï.- ^^' 

ce qui donnera, en subsùtaant dans (7), 

leUe est donc IVqiiaiioa qu'il faudrait inlégrer pour obtenir la so- 
lution la plus générale du problème. 

Afin de pouvoir poursuivre l'intégration , sanâ trop particulariser 
la solution, posons H=o , c'est-à-dire (i) et (8), 

>V(7--T-)"='(— C0SP)C0S»; (,,) 

ce qui peut arriver de bien de manières difT^reriies , puisque dous 
n '(établissons ainsi qu'une relation unique entre les cinq données arbi- 
traires et indépendantes r , a , , t , T ; il en résultera (?=:4'nCos.a ; 
de sorte que l'équation (10) deviendra 

d/= ■ = , 

dont l'intégrale sera 

i+B= ,- Loe. l/4mCo»..-*'-at/mCk.8.. .^. 

B étant une nouvelle constante arbitraire. 

Dans riiypolhèse actuelle de H=s.o , l'équation (6) donne en quar- 
raat 

j:°=3ffiCos.a.(i — Cosa)) , 

d'oJi 
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V/4'nCw.«— *'=l/amCc».*ti+Cos.«):=2CoS.Yt(n/mCo«.» J 

en conséquence l'iîquatLon (la) deviendra 
,f .+S)^/™Co...=Log. ^ ,-^ =Log. V_|_i_, 

Cos.ï^e F~}+' 

Four faire disparaître la constante B rappelons -nous qu'on doit 
avoir, en même temps, '— o et â=s|3, ce qui donne, en substî- 
luaut , 

ajB/inCos.* = Log. - — , - . - ; 
retranchant celle équation de la précédente , on aura 

■+c...i> — Cos.|(9 5r-) 

ou bien 

'l/mCu».«=Log. -; — f ; 



c'est-à-dire. 

\ _^ Tang. 

ce qui donne 

- Ta«g.i(9-iî^}=. -Tang.}? 

et, par suite. 
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9=-î=^+4Arc.(Tans.=< .Tang.i?). (,3) 

Au moyen de celle équation on pourra, pour chaque instant, de'- 
terniiiipr la situation du rayon vecteur du centre de la sphère mo- 
bile , sur le ptdu de la roue ; mais ou ne pourra, que par tùtonne- 
mcnl , résoudre la qiiesiiim îiirerse , cVsl-à-dire déterminer à quel 
îiisliint ce rayon reclenr aura une situation donni^e. 

Chfrchuns présentement IVqitaiiun polaire de la surface conique 
décriie dans l'espace par le rayon vecteur du centre de la sphère 
mubile. Rapportons ce rayon recteur au plan horizontal conduit par 
le sommet du cône et & la projection sur ce plan de la généra- 
trice, suivant laquelle ce cône est touché par te plan de la roue & 
l'origine des temps. Soient y l'augle que fait le rayon vecteur avec 
ce plan îi l'époque / , et 4' l'angle que fait sa projection , sur ce plan » 
avec ta projeciiou de la génératrice dont it vient d'êire question. 

ConsidiTOus l'angle irièdre dont les arêtes sont l'axe du cône , 
le rayon vecteur dont il s'agît et la ligne de cont-icl de ce cône 
avec le plan de la roue à l'époque /; cet angle trièdre est rcctan> 
gle suivant celte dernière droite; son angle plan hypohénusal est 
évidemment le complément de l'angle y , et ses deux autres ongles 

plans sont a et 9 — — ' ; d'où il suit, en vertu du théorème rap- 
pelé ci-dessus, qu'on doit avoir 

Sin.tp=Cos.aCos. (9- — y~) . 04) 

Quant à l'angle if* > >' ^^ manifeste qu'il est la mesure de l'an- 
gle dièdre compris entre deux plans verticaux conduits par l'axe du 
cône, l'un passant par le rayon vecteur mobile et l'autre par la gé- 
nératrice suivant laquelle le cône était touché par la roue k l'ori- 
gine des temps. Cet angle est partagé eu deux autres par le plan 
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TMtical qui passe par la ligne de contact qui répoiitt à l'époque / ; 

l'uQ de ces deax>ci est éridemment -_- , et quant à l'autre, c'est 

sa des angles dièdres obliques de notre angle trièdre rectangle , 
en le représentant par Ç, on aura 

Cot.7Cos.Ç=:Ta»g.a , 
d'où 

Ç=Arc,(Coi.=Tang.«Tang.y) , 
et cons^quemmeot 

4i=^+Arc.(Cos.=TangaTang.<p) ; (i5) 

en joignant à ces équations re'qualion (3) ^ c'est^i-dîre 

_4V ^ 1 _ ^ J+amCo3.a| Co9 |3-Cos. (S— ^!^ \\,(Z) 

et éliminant donc / el 9 entre elle, l'équation résultante en y et 
i]i sera l'équation polaire cherchée de la surface conique décrite par 
le rayon vecteur de la sphère mobile. 

En raisonnant uniquement dans l'hypothèse H=o, déjà admise 
ci-dessus, t'équaiioa (i3) donne 

a-(Sii»« ( i^mCoA.m j 

6 =r— =4Arc.jTang,=« .Tang.||3 ; 



mais l'équation (14) donne 
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^galaat doue ces deux valeurs , afin d'^liiniaer B , on aara i 

Arc. (_Co>.= .g^ j=4Arc.(^T.ng.=. .X.ng.i|3j j 

d'un autre câté, l'équation (i5) donna 

T 
/= — {ij.— Arc(Cos.=TàngatTang.Y)) ; 

substituant donc cette valeur de / dans la précédente, on obliendr»^ 
pour l'équation polaire de ta surface coaiijue décrite par le lavoa 
vecteur du centre de la sphère mobile, 

Si-.f \ { .?^^l[4^Arc(Cos.=Tang..Tang.p)J , 

Àrc(^Cos.= — ^j=s4ArcjTang.=< *' Tang.i? j 

Si l'on veut avoir l'équation de celte tn^ote surface conique en 
coordonnées rectangulaires» en prenant pour axe des z, l'axe même 
du cône , tt pour axe des j:,la projection sur le plan horizonial 
conduit par son sommet de la génératrice suivant laquelle it esl 
touché par le plan de la roue à l'origine des temps ; on remarquera 
que l'on a ainsi 

i=kte (^Tang=i j ; 
d'où , en substituant 

Arc ( Cos.= —j===^-~ — ■ j 



= 4Arc!Tang.=« 



-rArc('Tang = i)-A,cCCos.= ^S^)'l , 

L V ^ «> V V»-+)'-/'J.T.„g.J?|. 
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Si l'on veut enflo avoir la courbe à double courbure dÀ:rî(e.dans 
l'espace par le centre de la sphère mobile, cette courbe sera doâ-> 
née par cette dernière équation combinée avec l'équation 

de la sphère sur laquelle ce point est constiinment sîlné. 

On Toit, par ce qui précède, que des problèmes de dynami- 
que , fort simples en apparence , peuvent souvent conduire à des 
résultats d'une complication inattendue. 



GÉOMÉTRIE APPLIQUÉE. 

"Note sur la théorie analytique du moirée 
Far un Abonné. 

OoiEHT denx systèmes de lignes droites ou courbes, non conséco- 
lives, situées dans chaque système sur une surface plane ou courbe 
où elles se succèdent, non cunsécuiirement, suivant une loi ma- 
thématique quelconque. 

Imaginons ces deux systèmes de lignes placés , dans an situation 
quelconque , entre l'oeil et un plan de projection , ils s'y projete- 
ront suivant deux systèmes de droites ou de courbes planes , se 
succédant également les unes aux autres, non consécutivement, dans 
chaque système, suivant une loi mathématique déterminée. 

Les lignes de chaque système croiseront , en général , les lignes 
de l'autre système, et les points oi^ le croisement aura lieu ap-> 
partiendroot à un troisième système de courbes formant , ce qu'on 
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appelle, on mo/r^, parce qu'on cherche i les imiter par la pres- 
sion d'un cylindre, dans l'étoffe de soie appelle moire. 

Or , le3 deux syslétnes étant donni^s de nature et de situation 
dans l'espace , ainsi que le plan de projectiun , on peut , pour une 
situation dunnée de l'oeil, demander quelles sefout, sur ce plan, 
les courbes du moiré. 

Ne nous proposant ici que de donner seulement one idée de la 
manière dont on peut attaquer ces sortes de problèmes, nous sup- 
poserons que tes deux systèmes sont composés de droites parallè- 
les équidistanies, situées dans des plans non parallèles. 

Par l'œil * concevons trois droites , la première, que nous pren- 
drons pour axe des z, parallèle à la commune section des plans des 
deux sj'stèmes , et les deux autres que nous pceodions pour axes des 
s et des y , respectivement parallèles aux droites de ces deux sys- 
tèmes, li est aisé de voir qu'alors les deux couples d'équations 

!«=« , ( y=-h f 

z=id-\-mg , ( z = e-\-nh , 

dans lesquels m et n sont supposés des nombres entiers variables, 
positifs ou négatifs , pourront représenter respectivement Us droi- 
tes des deux systèmes. 

Pour des valeurs déterminées quelconques de m et n , ces équa- 
tions ne représenteht que deux droites seulement , que nous consi- 
dérerons comme correspondantes dans, les deux systèmes ; le rayon ' 
visuel qui passera à la fois par ces deux droites, ira percer le plan 
de projection' au point où se croiseront leurs projections sut CA 
plan. 

Soient prises pour les équations de ce rayon 

x:=Az , y=Sz ï (3) 

A ii S étant deux coefficiens qu'il s'agira de déterminer. 11 faudrt 
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«primer , pour cela , que les quatre ^quailons (i) et (3) , ainsi qa« 
les qualre équations (2) et (3J ont lien ù la fois, Elimiiianl donc 
tour à tour *, ^ , z ,■ d'abord entre les unes, puis entre les autres, 
il viendra 

J{éi'^mg)=a , 5(*+nA)=* ; (4) 

tirant de U les valeurs de ^ et i? , pour les substiluer dans tes équa- 
tions (3) , on aura , pour les équations générales du rayon visuel 
qui passe par deux droites correspondantes des deux systèmes , et 
Ta percer le plan de projeclioa au point oi^ se croisent les pro- 
jections de ces droites sur ce plan , 

(d-\-mg)x = ez , (e-i-nJj)y^Bz : (5) 

On en déduirait les équations de tous les rayons visuels, passant 
par les autres droites correspondantes des deux systèmes , en y oiet^ 
tant successivement tous les nombres de la suite naturelle , posi- 
tifs et négatifs, tant pour m que pour n, de sorte que , pour cha- 
cun , on aurait toujours 

m = n - (6) 

Si donc des (équations (5) on lire les valeurs de m et n, pour 
les substituer dans cette dernière, l'équation résultante en x,y ,z 
sera celle d'une surface conique, lieu de tous ces rayons. Or, les. 
équations (5) donnent 

"*— gx ' ~ hy * 

l'équation cherchée sera donc 

gx ~ hy * 

OU bien 

Tom, XIX 49 
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}iy{az — dx)^=gx(hz — ey) , 

équation d'une surface conique du second ordre , passant par les 
trois ases des coordonnées. 

Il est aisé de conclure de là que , dans le cas parlicttlier qui 
nous occupe, les courbes du moiré sont des sections coniques , pas~ 
sant toutes par les trois points où leur plan est percé par les pa- 
rallèles conduites par tait à Pintersection des plans des deux sys- 
tèmes de droites et à cns droites ellts-mêmes. 

|] ne faut pas perdre de vue que celle conclusion suppose es- 
setilictlcmenl que les lignes dont il s'agii sont rigoureusement droi- 
tes , rigoureusement parallèles, rigoureusement équidisiantes, et «jue 
K's lieux surf:iccs qui les contiennent sont rigoureusement planes et 
immobiles. C'est parce qu'il est extrêmement difficile , dans la pra- 
tique , de satisfaire exaclemenl à toutes ces conditions que, même 
dans les cas les plus simples, les courbes du moiré présentent tine 
si grande variété de formes. 



GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Démonstration de quelques théorèmes ; 
Par M. P. H, 

LJn article inséré dans la Correspondunre de M. Qnetelet ( tom. 
ï^ 1 P^g' 2o5 ) nous a fait naître l'idée d'un petit supplément à 
l'aiiicte de la pag, w'ù ,du X\ til."'° volume du présent recueil. 
Le voici ; 

THÉORÈME I. Si t par un point pris arbitrairement dans T in- 
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ièrieur d'un triangle , on mène des paraHèles à ses Irais calés , 
ces droites divisai ont ce triangle en six parties, dont trois seront 
des triangles tels que taire du triangle proposé sera égale au quarré 
de la somme des racines quarrées des aires de ces trois là. 

Démonstration. Soït A le triangle proposé; soient T, T , T" les 
trois triangles intérieurs et P, P' , P" les trois parties qui sont des 
parallélogrammes respectiTeroent opposés ; on anra 

mais on a ( lom. XVIII, paf. ii4 ) 

P=a4/f^ , P'zzzZ^TT" , P'fss^^TT' ; 

donc 

c'est-à-dire , 

comme nous l'avions annoncé. 

THÉORÈME II. Si, par un point pris arbitrairement dans fin' 
iérieur d'un tétraèdre , on conduit des plans parallèles à ses ova- 
ire faces , ces plans diviseront le tétraèdre, en quatorze parties , 
dont quatre seront des tétraèdres tels que le volume du tétraèdre 
proposé sera égal au cube de la somme des racines cubiques des 
volumes de ceux-là. 

Démonstration, Soit A le tétraèdre proposé; soient T , T^ , T" 
T"' les quatre tétraèdres intérieurs ; les dix autres parties seront , 
savoir: quatre parallélipïpèdes P, P', P" , P"' , respectiTement op- 
posés , et six troncs de prismes quadrangulaires ayant une arête la- 
térale nulle , et que nous désignerons par (pp') , (pp") > (p^p"} * 
{p'p") > (p'p"')t ipp") t suivant les parallélipipèdes eatre lesquels 
iU M trouveront situés. 
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Cela posé, on anra 

A=T+T'+T"+T'"+P+Pi+P"+P'" 

+(/'p')+(py'Wp'y')+(j'"p"')+(p'/")+(pp"') . 
mais on a trouvé (Annales, tom. XYIII^ pag. 122) 

P=.Q^ TT'T'' , P'=6^TT'T" , P"s=:6y^TTT" , P*":=6y/ TTT" 

Cfip')—3\/ T"-V"-^5\/ 2"''^"" , {p"p"')~'i\/T^'{-Z)/'¥F* , 

s 3 1 î 

{pp") -'i\/ T"T"'-\~Z\/ T'T"" , (/'X")=3l/'i'T"+3/TI"» , 

> î 5 î 

({/p"^:=zSy T^T"+i\/ TT'* « (/>p'") = Z^ iy'T"-^^y TT"^ , 

dune 

} s ï 1 ï 

4-3/r"T"-h3i/T'T"'+3v/T'T*''+3/3'I'i'"+3v/ T-T" 

I > 1 » 

4-3v/TÏ""+3v/T""3"'-f3\/T"T"'»-l-6v/Tr'T" 

4.61/ TTT"+6y/ TT>T"'-{-Gy' TT"T" ; 
G*esl-i-(lire , 

comme nous l'avions anooncé. 

Ces deax théorèmes, doat le premier arait d^jà élé remarqué en 
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Tendroit cité> par M. T^batlo, penveot au surplus être directe- 
ment éiablis , d'aoe manière fort simple , par les coDstdëraltoas soi- 
vantes : 

I. Les trois triangles T ,T' , T" sont semblables aa triangle A , 
et chaque c6lé de ce dernier est évidemment la somme de ses ho- 
mologues dans tes trois antres ; or , les câtës homologues des trian- 
gles semblables sont proportionnels aux racines quarrëes de leurs 
aires; donc on doit avoir aussi 

et par suite 

II. Les quatre tétraèdres T, T' ^ T" , T" sont semblables au té- 
traèdre A , et chaque aréie de ce dernier est évidemment la somme 
de ses homologues dans les trois autres; or , les arêtes homologues 
des tétraèdres semblables sont ptoporiioouelles aux racines cubiques 
de leurs volumes ; donc on doit avoir aassi 

s 1 ) > t 

et par suite 

A l'aide de ces considérations on reconnaîtra immédiatement la 
vérité des deux théorèmes que voici , et dont le premier est celui 
dont on s'occupe spécialement dans l'endroit cité de la correspon- 
dance. Il est surprenant qu'aucun des géomètres qui l'ont traité, 
n'ait songé à le ramener Jk des considérations aussi simples. 

THÉORÈME 111. Si , sur Fvn des côtés d'un triangle , on prend 
arhilrairement n points , et que , par chacun d'eu:e , on mène 
des paraïiiïes à ses deux autres côtés , ces parallèles diriseront 
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le triangle en — parallélogrammes ^ et en u^i triangles ^ tels 

que Paire du triangle proposé sera égale au ^uarri de la somme 
des racines quarrées des aires de ceux-là. 

THÉORÈME IF. Si, sur l'une des arêtes d'un tètraidre , on 
prend arbitrairement n points , et que, par chacun d'eux, on con- 
duise des plans parallèles aux deux faces qui déterminent Farite 

opposée , ces plans diviseront le tétraèdre en , troncs de 

pyramides quadrangulaires , et en n+ 1 tétraèdres tels que le vo- 
lume du tétraèdre proposé sera égal au cube de la somme des ra- 
cines cubiques des volumes de ceux-là. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème de dynamique. 

XouT étant comme dans le probl<ïme de la pag. Slîg, avec cette 
ditr^rence wiilement que la roue est exactement ^uilibrëe autour de 
son centre, sommet du cône fixe , n'est sollicitée à se mouvoir que 
par le poids de la splière introduite dans l'intérieur du canal ; on 
demande de déterminer les circonstances du mouvement tant de celte 
sphère qoe de la roue ? 

Problèmes de géométrie. 

I. A un irinngle quelconque on en inscrit un autre dont les 
sommeis sont les pieds des trois liaulenrs du premier; à celui-ci 
on en inscrit un troisième , sous les m^mes conditions ; au troi- 
sième , on en inscrit un quatrième, de la même manière, et ainsi 
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de suite indéfîoiment. Sur quelle ligne soDt situés les points où se 
coupent les trois hauteurs de' cette suiie de irianglçs ? 

II, A un triangle quelconque on inscrit un cercle, puis un trian- 
gle qui a ses sommets aux points de contact ; à ce second trian- 
gle 00 inscrit également un cercle , puis un triangle qui a ses som- 
mets aux points de contact , en continuant ainsi indéfiniment. Sur 
quelle ligne sont situés les centres de tous ces cercles ? 

m. On mène , dans un triangle quelconque , les droites qui di- 
visent les angles en deux parties égales , et l'on fait des points où 
ces droites rencontrent les côtés opposés des sommets d'un second 
triangle ; on mène , dans celui-ci , tes droites qui divisent les an- 
gles en deux parties égales , et l'on fait des points oïl ces droites 
rencontrent les côtés opposés , les sommets d'un troisième triangle , 
et ainsi de suite indéfiniment. Sur quelle ligne sont situés \vs points 
où se coupent, dans chaque triangle, les trois droites qui divisent 
Us angles en deux parties égales. 

Autre, 

Y a-l-il , dans une ellipse , une corde mobile de grandeur cons- 
tante , qui , dans son mouvement , enveloppe un cercle ; et s'il y 
existe une telle corde, quelle en est la longueur, et quei est le 
rayon du cercle qu'elle enveloppe f 

Théorèmes de géométrie. 

Dans tout tétraèdre les perpendiculaires abaissées des sommets 
sur les plans des faces respectivement opposées , sont quatre géné- 
ratrices d'un même mode de génération d'une même surface réglée 
du second ordre. 
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Jutre. 

Il €sl impossible de décrire , d'un seul trait de crayon , sans 
quiUer le papier, ai reTenir sur des lignes déjà tracées ^ un qua- 
drilatère simple} avec ses deux dlagoaides. 



Fin du Tome dix-neuvième. 
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ERRATA 

Pour le dix-neuvième çolume dès Annales, 



f agB 65 f ligne 4 ^*> teste i — inicrils et eircomerits ; lU» : inscrit et eir^ 
' conscrit. 

Deux dernlèrei lignes, — ni^me correction. 
Pag. 66 , ligne i4iniBiiie correction. 

ATaot dernière ligne, ^ couperont; llset : toncheroat. 
Pag. 6^, lignes g et lo, — placez ces mots: «/or» f<j deux tétraèdres g enlte 

deui virgQles. 
Pag, j6 , ligne ao, — traeéi ; lisez i tracé. 
Pag. io6 I ligne 3, •• supprimez ^;r«. 

Pag. i33 , ligne 6 de la noie , — placée nne virgule après le mol iaUiinu- 
Pag. i35, ligne 7 , en ramoalnX , — inpprimez la troisième rirgule. 
Pag. iGi , ligne 6, en remontant , — tangent ; lisez; tangent conduit. 
Pag. t6g , ligne i ■ ■ ^ cSne ,- lisez.- cine du second ordre. 
Pag. 171 , ligne t5, — mfme correction. 

Pag. 173, lignes 7 et i3, en remontant,— même correctioa. 
Pag. i74i ligne 4« en remontant, — m^me correction. 

Pag. 38S, ligne 7 , en remontant , ^monTement ; /iVez; mouTement recilligne 
Pag. 396 , ligne 6, ->- placée un» virgule après le mot membre. 
Pag. 3i6, ligna 4i '" remontant ,•— tn^ms correction après le mot aie. 
Pag. 3it , ligne i4, — cirton/irence ; lisez; circan/értnee dun cercle. 

Supplément à fEirata du Tome XVllî.'^* 

Pag. ,o3 . ligne i5. - («+ ^ ), lisez: (.+ J J . 

Pag. 106 , b la note ■* ajoutez: royez aussi Annales , tom. VII , pag. .asj. 
Pag. 371 , ligne a, ^ supprimée le mot trois. 
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